

    
      
          
            
  


xDH 在 Psi4 下实现的简易教程

在这份文档中，我们将会介绍 xDH 型函数的典型：XYG3，其在 Psi4 下的实现过程。作者希望，读者可以借助于量子化学软件 Psi4 所提供的 Python API 所得到的电子积分与底层函数，以及 NumPy 对矩阵、张量计算的强大支持，可以较为轻松地在 Post-HF 或 DFT 方法理论推导，与上机实验的结果进行相互比对，并最终享受亲手实现新方法的乐趣。
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1. 动机

在量子化学领域中，计算方法的开发瓶颈除了最初的灵感与公式推导之外，表达式的程序实现与其正确性也非常重要。事实上，往往后者左右了方法的开发效率、完成度，以及方法的推广流传程度。通常，应用一个量子化学方法或者会在已有程序上作改动，或者自己重新构建一个程序。

对于程序改动，方法开发者通常需要面临理解复杂程序结构、阅读大量冗余代码、了解编译流程、缺少充足的文档等困难，在程序上所消耗的时间不亚于、甚至远高于方法开发的耗时。成功的程序改动决定于方法开发者的程序调试能力。

而对于从头构建程序，耗时将会因人而异，这取决于方法开发者的综合程序能力，包括编译、调试、框架搭建、底层工具设计、公式的程序表达等等。同时，由于大多数方法开发者只关心实现而不关心代码质量，因此这类程序的复用性较差，通常不会有充足的文档，也不适合进行稍复杂的改动。在量子化学发展的早期，正因为程序的开发难以跟上量化方法的发展，同时课题组的交流与合作受限于没有因特网，从而催生了数量众多的量化软件或程序。

这份文档更为偏向于从头构建程序。早期的计算机发展主要受限于计算效率与内存，而即使是很小的量子化学的任务，也对这两者有较高的消耗。然而，现在的微机已经可以快速处理中小体系的量子化学计算；从方法开发的角度上看，硬件不应当成为瓶颈——方法的开发只需要较小的模型体系通常即可。而对硬件要求的降低，催生了高级语言的流行。对于 Python，它对方法开发者的限制会显著减小：不存在编译问题，调试可以通过实时交互界面 (interactive interface，例如 Python consoles 或 Jupyter Notebook) 或 IDE 完成。对于底层工具，Python 社区提供众多的库函数可以胜任；在量子化学领域，底层工具绝大部分与矩阵计算有关，因此 NumPy 可以胜任。

对于量子化学中的 Post-HF 与 DFT 领域，剩下的问题则是获得量子化学积分、量子化学相关的底层工具、程序框架设计与复用性、以及公式与程序的对应。对于前两者，现有的软件，例如 Psi4 [https://github.com/psi4/psi4] 与 PySCF [https://github.com/sunqm/pyscf] 均提供了不少对象接口 (API)，对它们的活用将会简化程序书写上的困难。对于第三个问题，我们暂且不考虑。

因此，也许看起来从头构建程序是很可怕的事情，但在现在众多程序便利的环境下，方法开发者所真正面临的问题已经可以回归到最为本质的问题，即如何将公式写成程序。在这份教程中，一个目标便是对于我们需要计算的公式中的大多数项 (譬如张量乘积)，尽可能在 1 行代码内解释，至少一般可以在 5 行以内的代码块内说明。并且，我们不希望涉及非必要的算法细节；整个教程中，绝大多数代码开始将不会多于 3 个 Tab，尽少使用循环与判断，让程序的书写的目的回归于公式表达本身。

这份教程的很多内容借鉴或直接从 Psi4 的一份官方简易实现 Psi4NumPy [https://github.com/psi4/psi4numpy] 获得。后者包含了许多高级 Post-HF 方法简单但有效的实现。





          

      

      

    

  

    
      
          
            
  


2. 环境搭建


2.1. Anaconda 环境

这份教程的所有文档、计算都通过 Python 实现；因此需要安装一个 Python 环境。Anaconda [https://www.anaconda.com/] 作为 Python 的一种非官方发行版，它集成了众多科学计算中所必须与经常使用的库；它至少包含可以实现矩阵计算的 NumPy、绘图实现 MatPlotLib、交互笔记本 Jupyter、仿 Matlab IDE 的 Spyder 等库与工具，以及文档工具 Pandoc、Python 管理工具 conda 和 pip 等管理工具。Anaconda 在普遍的科学计算领域足够完备，同时库的依赖关系可以通过 pip 与 conda 等方便地管理，使得程序员不必耗费许多精力在准备环境上。因此它也是普遍推荐的 Python 安装的解决方案。

由于 Psi4 不具备 Windows 版本，因此这里介绍 Linux 下的安装。


注意

WSL (Windows Subsystem of Linux) 尽管也是良好的 Linux 环境，但由于 Windows 系统不区分文件名中的大小写，因此在 WSL 下 Anaconda 时可能会遇到问题。因此，推荐在双系统或者服务器上安装 Anaconda。




	前往 清华开源镜像 [https://mirror.tuna.tsinghua.edu.cn/anaconda/archive/] 下，找到最新版本的 Anacodna 的 Linux 版本并下载；若在服务器上不太容易打开网页，则可以使用下述命令行下载 5.3 版本的 Anaconda：

$ wget https://mirror.tuna.tsinghua.edu.cn/anaconda/archive/Anaconda3-5.3.0-Linux-x86_64.sh







	以 Anaconda3-5.3.0-Linux-x86_64.sh 文件为例，在下载文件夹下直接执行：

$ chmod +x Anaconda3-5.3.0-Linux-x86_64.sh
$ ./Anaconda3-5.3.0-Linux-x86_64.sh





随后按照指示进行安装即可。


小技巧

安装后，需要前往 $HOME/.bashrc 检查是否将该版本的 Anaconda 加入了环境变量；参考安装日志中出现下述输出的上下文：

You may wish to edit your $HOME/.bashrc to setup Anaconda3:





对于服务器用户，可能需要改动的文件不是 $HOME/.bashrc 而是 $HOME/.bash_profile。





	若在中国，可以使用清华镜像的仓库加速 Anaconda 的库的下载速度与更新速度；其使用方式是 (引用自 Anaconda 镜像使用帮助 [https://mirror.tuna.tsinghua.edu.cn/help/anaconda/])

$ conda config --add channels https://mirrors.tuna.tsinghua.edu.cn/anaconda/pkgs/free/
$ conda config --add channels https://mirrors.tuna.tsinghua.edu.cn/anaconda/pkgs/main/
$ conda config --add channels https://mirrors.tuna.tsinghua.edu.cn/anaconda/cloud/conda-forge/
$ conda config --set show_channel_urls yes







	若要使用 Anaconda 发行版的 Python，退出当前 Terminal 再重新进入即可。







2.2. Psi4 环境

在这份教程中，我们不需要改动 Psi4 的程序，也不需要进行编译，只需要获得其 Python 版本的二进制可执行文件即可。这里的安装过程主要参考 Psi4NumPy [https://github.com/psi4/psi4numpy] 上的说明。


	在安装完 conda 或 Anaconda 后，执行

$ conda create -n p4env psi4 -c psi4/label/dev






注意

一方面，我们需要使用 DFT 模块，因此需要下载 psi4/label/dev 而并非 psi4 的 Psi4 版本；

另一方面，上述的命令是创建了一个虚拟环境，它是专门为 Psi4 创建的环境。这么做是因为避免与最新版本的 Anaconda 产生库的依赖冲突，保证默认的 Python 比较干净。因此，这里没有直接在默认的 Python 环境下安装 Psi4。这样做多少会对使用产生不便，但避免库依赖关系混乱可能导致的更严重的问题。





	在每次需要使用 Psi4 或维护其库依赖关系时，需要在 Bash 下执行

$ source activate p4env





当 Terminal 前有提示 (p4env) 时，即意味着进入 Psi4 的虚拟环境了。以后我们假设所有的命令都在该虚拟环境下执行。



	Psi4 的 Python 二进制文件已经可以使用了；但 Jupyter 与 MatPlotLib 并不在其依赖关系中；而这些库是我们需要的。因此，我们需要在 Psi4 的虚拟环境下执行

(p4env) $ conda install jupyter matplotlib







	至此我们已经完成了 Psi4 的安装。Psi4 可以作为一个量化软件，也可以作为 Python API 使用。对于前者，我们可以简单地使用一个输入文件作测试：input.dat

在 Bash 下使用下述命令进行测试：

(p4env) $ psi4 input.dat





如果能正常地看到 output.dat 且有正常的输出信息，即表明安装正常。



	我们也可以尝试在 Python 下做一个小测试；如果看到与下述输出一样的信息，则表明 Python API 可以正常调用：

>>> import psi4
>>> mol = psi4.geometry("""
...     O  0.000    -0.000    -0.079
...     H  0.000     0.707     0.628
...     H  0.000    -0.707     0.628
...     symmetry c1
... """)
>>> psi4.set_options({'basis': '6-31g'})
>>> psi4.core.set_output_file('output.dat', False)
>>> scf_e, scf_wfn = psi4.energy('B3LYP', return_wfn=True)
>>> scf_e
-76.3771897718305












2.3. Jupyter 服务器环境

我们的操作系统通常设为 Linux (Mac 亦可)。通常这会不太方便，因为主要操作系统一般是 Windows，因此我们会期望将 Psi4 部署在远程 Linux 服务器上。而我们又会大量使用 Jupyter Notebook，其默认使用的地址是服务器的本地地址 (127.0.0.1:8080)；而这对于本地电脑而言是不可访问的。因此，需要对 Jupyter Notebook 的地址进行更改，才能让本地电脑访问服务器所启动的 Jupyter Notebook。这里参考 Jupyter Notebook 的官方文档 Running a notebook server [https://jupyter-notebook.readthedocs.io/en/stable/public_server.html] 讲述如何配置 Jupyter Notebook。



小技巧

如果 Psi4 可以部署在本地电脑，这一节的内容可以跳过。







	首先执行下述语句：

(p4env) $ jupyter notebook --generate-config





这将产生 Jupyter Notebook 的配置文件 $HOME/.jupyter/jupyter_notebook_config.py



	在 Jupyter Notebook 配置文件中，你将看到下述语句：

#c.NotebookApp.ip = 'localhost'





对上述语句取消注释，并将其中的 localhost 更改为服务器的 IP 地址。Jupyter Notebook 的服务器环境就设立好了。



	我们可以试一下 Jupyter Notebook 了。在 Bash 下执行

(p4env) $ jupyter notebook --no-browser





将会弹出一些输出。我们关心下述输出

Copy/paste this URL into your browser when you connect for the first time,
to login with a token:





后面一行的地址；将该地址复制到本地计算机的浏览器中，就可以使用服务器的 Jupyter Notebook 了。











          

      

      

    

  

    
      
          
            
  


3. NumPy 快速入门

在这份教程中，我们会大量地使用 NumPy 进行矩阵计算，其使用频率大于我们对于量子化学程序 API 的调用．因此，我们需要对其使用作简单的说明．NumPy 的功能实际上可以很强大，但在这里我们只涉及教程文档中所出现的功能．该节的不少内容可以到 NumPy 的官方 快速入门 [https://docs.scipy.org/doc/numpy/user/quickstart.html] 中查看．

在继续阅读文档前，请在 Python Consoles 或 Jupyter 中加入 NumPy 环境

>>> import numpy as np






注意

如果你已经通过 Python 写过一个 SCF 程序或者其它科学计算程序，那么相信这一节的大部分内容你可以跳过．如果你只使用过 NumPy 的矩阵乘积而没有用过张量乘积，你可以参考 numpy.einsum [https://docs.scipy.org/doc/numpy/reference/generated/numpy.einsum.html] 文档．




3.1. numpy.ndarray 对象

numpy.ndarray 是 NumPy 最基础的对象，矩阵、张量等都以此储存．它可以由列表构建：

>>> a = np.array(
...     [[0, 1, 2],
...      [3, 4, 5]])
>>> a
array([[0, 1, 2],
       [3, 4, 5]])





其维度可以通过 ndarray.shape 给出，维度的储存格式是 tuple 而非 list：

>>> a.shape
(2, 3)





NumPy 的索引方式与 C、Python 相同，为行索引、存在零元．因此习惯 Fortran 的话可能会不适应：

>>> a[1,0]
3





上述的示例是二维向量，即矩阵；高维向量，或称张量，可以用相同的方式构建．




3.2. 矩阵运算

现在定义

>>> b = np.array(
...     [[6, 7, 8],
...      [9, 10, 11]])






3.2.1. 矩阵转置

矩阵的转置可以通过下述三个语句实现：

>>> np.transpose(a)
>>> a.transpose()
>>> a.T
array([[0, 3],
       [1, 4],
       [2, 5]])





对于张量的角标更换，在后续的教程中会使用 ndarray.swapaxes 方法或者带传入参数的 ndarray.transpose．




3.2.2. 矩阵元素运算

通常的运算符都是元素运算 (elementwise)．这包括向量对数的、向量对向量的、高维向量对低维度向量的运算．

>>> # 指数
>>> a ** 0.7
array([[0.        , 1.        , 1.62450479],
       [2.15766928, 2.63901582, 3.08516931]])
>>> # 加法
>>> a + b
array([[ 6,  8, 10],
       [12, 14, 16]])
>>> # 乘法
>>> a[0] * b
array([[ 0,  7, 16],
       [ 0, 10, 22]])
>>> # 函数
>>> np.sin(a)
array([[ 0.        ,  0.84147098,  0.90929743],
       [ 0.14112001, -0.7568025 , -0.95892427]])






小技巧

对于两矩阵之间元素的乘法，会在实际的量化计算中使用到．譬如，若已有原子轨道基组的 \(x\) 方向偶极积分矩阵 \(\boldsymbol{\mu}^x\) 与单电子密度矩阵 \(\mathbf{P}\)，则 \(x\) 方向偶极矩则为 \(\mu^x = \sum_{\mu \nu} \mu_{\mu \nu}^x P_{\mu \nu}\)．



除了普通的运算符外，NumPy 支持 += 与 *= 等运算符：

>>> # 定义零矩阵
>>> c = np.zeros(a.shape)
>>> c
array([[0., 0., 0.],
       [0., 0., 0.]])
>>> c += a
>>> c /= b
>>> c
array([[0.        , 0.14285714, 0.25      ],
       [0.33333333, 0.4       , 0.45454545]])








3.2.3. 矩阵与张量乘积运算

对于二元矩阵，矩阵乘积可以用三种方式实现：

>>> np.dot(a, b.T)
>>> a.dot(b.T)
>>> a @ b.T
array([[ 23,  32],
       [ 86, 122]])





对于更高纬度的张量，通常使用 Einstein Convention 的求和记号来写 NumPy 代码．


Einstein Convention

若对于二元矩阵乘积 \(\mathbf{C} = \mathbf{A} \mathbf{B}\)，通常的记号会将上式具象化为


\[C_{ij} = \sum_{k} A_{ik} B_{kj}\]

这种记号中，对于 \(k\) 的求和记号有时会显得冗余，且在排版上显得复杂．Einstein Convention 则略去这种求和．因此，上式可以写作


\[C_{ij} = A_{ik} B_{kj}\]

在处理类似于张量乘积譬如双电子电子积分计算、多矩阵相乘譬如原子轨道与分子轨道单电子积分矩阵的转换等情形时，用 Einstein Convention 书写代码会显得非常方便．



普通的矩阵乘积 \(C_{ij} = A_{ik} B_{kj}^\mathrm{T}\) 可以写作

>>> # 等价于 a.dot(b.T)
>>> np.einsum('ik, jk -> ij', a, b)
array([[ 23,  32],
       [ 86, 122]])





普通矩阵乘积的和 \(c = A_{ij} B_{ij}\) 可以写作

>>> 等价于 (a * b).sum()
>>> np.einsum('ij, ij ->', a, b)
423








3.2.4. numpy.einsum 效率考量

尽管矩阵乘积上，numpy.einsum 的使用也许是增加工作负担；但相信在实际接触量子化学计算时，会越发地感到使用 numpy.einsum 的便利；但该函数通常不是非常效率．为了避免它可能产生的效率问题，这里简单地对该函数作评价．由于该函数现在仍然在改进，因此下述的结论未必在将来成立．


3.2.4.1. IPython 与 timeit

在进行下面几个测评前，我们先了解其中两种计算 Python 程序运行时间的的手段：time 与 timeit．由于在 IPython 下这些评测方式将异常简单，因此这里只介绍 IPython 的用法．由于 Jupyter 基于 IPython，因此也可以使用下面的方法测评；但 Python Consoles 不可．


注意

下述的代码由于使用了 IPython 的 Magic Command [https://ipython.readthedocs.io/en/stable/interactive/magics.html]，因此只能在 IPython 或 Jupyter 下执行命令，即使下述的代码块使用了传统的 Python Consoles 的风格．



%time 将会给出运行一次一行命令时所需要耗费的 CPU 时间 (实际计算时间)、挂墙时间 (Wall time，包含磁盘 I/O、可能产生的其它系统调用、内存资源回收等时间消耗)．对于测算算法效率，可以使用 CPU 时间；而若考察程序的实际运行状况，则应该采用挂墙时间．

>>> %time d = {i for i in range(10000000)}
CPU times: user 531 ms, sys: 1.23 s, total: 1.77 s
Wall time: 1.77 s





%timeit 将会给出多次运行一行命令时所需要消耗的平均时间．尽管它接近于挂墙时间，但它不考虑 Python 所出现的内存资源回收 (Garbage Collection [https://docs.python.org/3/glossary.html#term-garbage-collection]) 的时间消耗；因此一般来说 timeit 所给出的平均时间比起 time 所给出的挂墙时间要少一些．不过 timeit 命令会尝试多次执行，因此时间会跑得长一些．该命令也是通常评测代码效率所更推荐的方法．

>>> %timeit d = {i for i in range(10000000)}
1.56 s ± 42.6 ms per loop (mean ± std. dev. of 7 runs, 1 loop each)





如果需要在一个 Cell 而非一行代码中中评测时间消耗，则需要使用 %%time 与 %%timeit 分别代替 %time 与 %timeit．


注解

在 Windows 下，执行 %time 后不会出现 CPU 时间．这是作为操作系统的 Windows 所给予的限制．在非 Windows 系统，包括 WSL，则会显示 CPU 时间．






3.2.4.2. 多矩阵连乘

对于矩阵连乘 \(R_{im} = r_{ij} r_{jk} r_{kl} r_{lm}\)，至少有三种做法；若 \(\mathbf{r}\) 是由 NumPy 生成的随机 50 维矩阵，则

>>> r = np.random.rand(50, 50)
>>> %timeit R = r @ r @ r @ r
26.1 µs ± 1.66 µs per loop (mean ± std. dev. of 7 runs, 10000 loops each)

>>> %timeit R = np.einsum("ij, jk, kl, lm -> im", r, r, r, r)
1.72 s ± 6.94 ms per loop (mean ± std. dev. of 7 runs, 1 loop each)

>>> %timeit R = np.einsum("ij, jk, kl, lm -> im", r, r, r, r, optimize=True)
286 µs ± 5.79 µs per loop (mean ± std. dev. of 7 runs, 1000 loops each)





因此，完成上述命令的最快方式显然是传统的矩阵乘积．对于多矩阵的乘积，numpy.einsum 会使用未优化计算复杂度的方式进行计算 (就本例而言，计算复杂度是 \(O (N^5)\)；但通常我们都会认为上述运算的复杂度在 \(O (N^3)\) 至 \(O (N^2 \log N)\) 之间)．而经过优化的 numpy.einsum 则可以正确地处理上述计算为不高于 \(O (N^3)\) 的复杂度，在 50 维下其计算效率比未优化的 numpy.einsum 要高效一些，但为此有不小的效率损耗．

不过，如果矩阵维度变小，未优化过的 numpy.einsum 反而会快一些．我们现在看看三维矩阵的情况：

>>> r = np.random.rand(3, 3)
>>> %timeit R = r @ r @ r @ r
2.5 µs ± 101 ns per loop (mean ± std. dev. of 7 runs, 100000 loops each)

>>> %timeit R = np.einsum("ij, jk, kl, lm -> im", r, r, r, r)
11.9 µs ± 655 ns per loop (mean ± std. dev. of 7 runs, 100000 loops each)

>>> %timeit R = np.einsum("ij, jk, kl, lm -> im", r, r, r, r, optimize=True)
217 µs ± 2.25 µs per loop (mean ± std. dev. of 7 runs, 1000 loops each)





因此，论效率上，公式表达式与程序代码关系不友好的矩阵相乘记号是最快的；而使用 numpy.einsum 不是最效率的；同时，如果处理的问题维度较小，或不优化与优化的计算复杂度没有改变时，使用未优化的 numpy.einsum 有时比优化的版本还快一些．

当然，作为开发方法的工作者，自然会对效率上的要求有所降低，因此，通常情况下直接使用优化的 numpy.einsum 未尝不可，因为它的代码本身与公式的对应关系非常显然．很多时候，教程中就会使用这种可能偏低效的方法了．








3.3. 矩阵构建

创建一个新的全零矩阵可以通过两种途径：

>>> # 通过向 numpy.zeros 传入 tuple 型数组
>>> np.zeros((2, 3))
>>> # 也可以通过已有矩阵所导出的 tuple 作为变量
>>> np.zeros(a.shape)
>>> # 或者使用 numpy.zeros_like 来构建与传入矩阵相同维度的全零矩阵
>>> np.zeros_like(a)
array([[0, 0, 0],
       [0, 0, 0]])





创建对角阵则可以使用

>>> np.eye(3)
array([[1., 0., 0.],
       [0., 1., 0.],
       [0., 0., 1.]])





而经常地，我们会从本征值向量 \(\boldsymbol{e}\) 展开成二维分子轨道 Fock 矩阵 \(\mathbf{F}\)，这个过程通常可以由下述技巧完成：

>>> dim = 4
>>> e = np.arange(dim)
>>> e * np.eye(dim)
array([[0., 0., 0., 0.],
       [0., 1., 0., 0.],
       [0., 0., 2., 0.],
       [0., 0., 0., 3.]])





而在处理 MP2 计算时，其分母项中会出现张量 \(\mathcal{E}_{ab}^{ij} = \varepsilon_i + \varepsilon_j - \varepsilon_a - \varepsilon_b\)；在这里我们以比较简单的矩阵 \(\mathcal{E}_{c}^{k} = \varepsilon_k - \varepsilon_c\) 来举例子．我们可以通过改变矩阵的维度的技巧获得：

>>> # 定义变量
>>> dim = 4
>>> k = np.arange(-1, -dim - 1, -1)
>>> c = np.arange(2, 2 * dim + 2, 2)
>>> k
array([-1, -2, -3, -4])
>>> c
array([2, 4, 6, 8])
>>> # 计算矩阵
>>> k.reshape(-1, 1)  # 或 k.reshape(4, 1)
array([[-1],
       [-2],
       [-3],
       [-4]])
>>> k.reshape(-1, 1) - c  # 即 E_c^k 矩阵
array([[ -3,  -5,  -7,  -9],
       [ -4,  -6,  -8, -10],
       [ -5,  -7,  -9, -11],
       [ -6,  -8, -10, -12]])





其中用到了矩阵或向量的大小重新定义的函数 numpy.reshape．该函数输入为新矩阵大小的 tuple 型变量；也支持用 -1 让程序推断该维度的值：

>>> a.reshape(3, 2)
>>> a.reshape(-1, 2)
>>> a.T
array([[0, 3],
       [1, 4],
       [2, 5]])





如果只是将矩阵压平成为向量，还可以使用 numpy.ravel 函数：

>>> a.reshape(-1)
>>> a.ravel()
array([0, 1, 2, 3, 4, 5])








3.4. 向量视图

在这次教程中，出现了少数代码，这些代码的理解必须要基于简单的 NumPy 向量的向量视图 (View) 的概念．这些概念不存在于 Fortran 与 C，它与 Python 本身不具有明确指针多少有些关系．我们知道，Fortran 的向量通常就可以当做指针来看待；而 C 或 C++ 的向量还多一种引用的描述方式．对于 Python，它一般不太容易写出其引用与指针，因此我们不太容易把握在完成向量操作时，是否真的对原来的向量作了操作，导致了原始数据的破坏；或者是否我们复制出一个新的向量，造成了内存空间的浪费．

NumPy 的向量类可以简单地看作由底层数据和表面形状 (shape) 构成．NumPy 很少采用真正的深层复制 (Deep Copy)，即很少将底层数据复制到另一个变量中．深层复制的通常做法是

>>> d = a.copy()





以后对 d 的任何数据、形状的改动，都不会影响 a．反之亦然．

而更多时候是引用．它不将数据复制出来，但包含表面形状的信息．在最为简单的情况下，可以直接理解为一种引用．例如，向量的索引相当于对其对应的原始数据的引用：

>>> d = np.arange(4)
>>> d[2] = 10
>>> d
array([ 0,  1, 10,  3])





但还有一些更为特殊的操作，这些不能简单地看作通常的引用．例如我们可以令 v 是 d 的一种视窗：v 是 d 若干个元素的引用；对 v 的形状的改变不会对 d 产生影响，但对其数据的改动则会直接改动 d 的数据：

>>> d = np.arange(4)
>>> # v 是 d 的视图，并非将数据复制给了 v，数据还是从 d 读出来
>>> v = d[0:3:2]
>>> v
array([0, 2])
>>> # 更改 v 的形状对 d 没有影响
>>> v.shape = 2, 1
>>> v
array([[0],
       [2]])
>>> d.shape
(4,)
>>> # 更改 v 的数据对 d 有影响，这类似于引用关系
>>> v[:] = np.array([[-2], [-6]])
>>> d
array([-2,  1, -6,  3])
>>> # 但下面这句语句并非是给视图更改数据
>>> # 创建了新的向量赋值给 v，自此 v 与 d 不存在相互关系
>>> v = np.array([[-3], [-9]])
>>> d
array([-2,  1, -6,  3])








3.5. 其它函数


3.5.1. numpy.linalg.norm 模长函数

对于向量模长，可以简单地调用它来计算；对于矩阵，它等同于化为向量：

>>> np.linalg.norm(a)
>>> np.linalg.norm(a.ravel())
7.416198487095663








3.5.2. numpy.linalg.eigh 本征系统

若现在有对称矩阵 \(\textbf{f}\)，则其本征值与本征向量可以借助该函数获得：

>>> f = np.array(
...     [[2., 3., 3.],
...      [3., 2.33, 3.],
...      [3., 3., 3.]])
>>> eig, vec = np.linalg.eigh(f)
>>> # 本征值
>>> eig
array([-0.85515066, -0.27773769,  8.46288834])
>>> # 本征向量
>>> vec
array([[-0.7806939 , -0.29943621, -0.54850251],
       [ 0.61076205, -0.55134403, -0.56832163],
       [ 0.13223751,  0.77868974, -0.61331519]])








3.5.3. numpy.allclose 判断矩阵相同

现在我们对本征方才的本征系统的简单性质作验证．首先，本征向量所构成的矩阵是正交矩阵，即其逆应当等于转置：

>>> vec.T
array([[-0.7806939 ,  0.61076205,  0.13223751],
       [-0.29943621, -0.55134403,  0.77868974],
       [-0.54850251, -0.56832163, -0.61331519]])
>>> np.linalg.inv(vec)
array([[-0.7806939 ,  0.61076205,  0.13223751],
       [-0.29943621, -0.55134403,  0.77868974],
       [-0.54850251, -0.56832163, -0.61331519]])
>>> np.allclose(vec.T, np.linalg.inv(vec))
True





本征系统本质上可以看作是一种矩阵对角化．我们验证一下对角化前后的矩阵是否一致：

>>> f_after_diag = vec @ (eig * np.eye(eig.shape[0])) @ vec.T
>>> f_after_diag
array([[2.  , 3.  , 3.  ],
       [3.  , 2.33, 3.  ],
       [3.  , 3.  , 3.  ]])
>>> np.allclose(f_after_diag, f)
True













          

      

      

    

  

    
      
          
            
  


4. Psi4 的基础使用

在这一节中，我们将会给出一个实际的算例，了解 Psi4 的简单使用；并且通过
Restricted B3LYP 计算，了解最基础的量子化学相关矩阵的输出与使用方式．


4.1. 准备工作


4.1.1. 环境搭建

通常，我们只需要引入 Psi4 与 NumPy．



In [1]:






import psi4
import numpy as np










4.1.2. 输出文件

Psi4 作为量子化学软件，它与普通的 Gaussian、NWChem
一样会有输出文件与暂存 (Scratch)
文件．下面的代码块则是决定了输出文件的名称．暂存文件的路径指定方式也列于下述代码块，但被注释．



In [2]:






# Output file path
# arg 0: Path of output file
# arg 1: Whether overwrite or not
psi4.set_output_file("output.dat", True)

# Scratch directory path
# psi4.core.IOManager.shared_object().set_default_path("/scratch")








提示

默认的输出文件是标准输出流 (Standard Output，有时简称
stdout)．一般来说，使用 Psi4 的 Python
接口是不会用到输出文件；不过有时我们仍然需要这些信息．如果不指定输出文件，通常会找不到输出信息，或者把
Jupyter Notebook
的命令行窗口搞得一团糟．一般来说，最好指定输出文件路径．

暂存文件的文件夹默认路径是
/tmp．如果要在服务器上执行大量大型任务，这个选项需要加上，否则会对主节点硬盘产生压力
(除非每个节点分了一块自己的硬盘给 /tmp)．






4.1.3. 设置内存

对于 Psi4，其内存大小通过 Byte 数来确定．如果我们希望分配约 0.5 GB
的空间，我们可以使用下述语句：



In [3]:






psi4.set_memory(int(5e8))









Out[3]:






500000000










4.1.4. 设置分子

Psi4
中，分子可以使用直角坐标来确定，也可以用内坐标确定．为了方便，我们始终使用下述的分子进行计算．为了避免使用对称性降低计算量所产生的对轨道与矩阵结构的复杂化，以后统一使用
\(C_1\) 对称性．



In [4]:






mol = psi4.geometry("""
    O  0.000000000000    -0.000000000000    -0.079135765807
    H  0.000000000000     0.707106781187     0.627971015380
    H  0.000000000000    -0.707106781187     0.627971015380
    symmetry c1
""")










4.1.5. 设置计算选项

Psi4 的选项一般是由全局字典 (Dictionary)
来控制．一般地，在这次教程中会使用下述选项．

对于下述选项，我们可以从 Psi4 的
官方文档关键词 [http://www.psicode.org/psi4manual/master/appendices.html#keywords]
了解详情．不过在最基础的简单应用中，我们不需要仔细检查每个选项，一般下面的选项足够了．其中一些选项的意义是：


	scf_type：SCF 形式．pk 选项代表使用精确电子积分 (ERI,
Electron Repulsion
Integral)，因此会使用四脚标双电子积分．另一个常用选项是
dk，指使用 Density-fitting
解决复杂电子积分．若不使用复杂的、必须使用四脚标积分的 Post-HF
方法，则 dk 会是默认选项．详细信息参见 ERI
Algorithms [http://www.psicode.org/psi4manual/master/scf.html#eri-algorithms]．在将来可能会在教程中引入
DF-MP2，届时需要将该选项改为 dk．


	mp2_type: MP2 算法．默认为 DF，即使用
Density-fitting．在最近的几个教程中不使用 Density-fitting，因此使用
conv 即传统算法来计算．


	dft_spherical_points 与 dft_radial_points：DFT
格点的球向与径向格点数．尽管可能会有所差别，但 (99, 590)
的格点选取应当与 Gaussian 的 Int(UltraFine) 非常类似．






In [5]:






psi4.set_options({
    'basis':               '6-31g',
    'scf_type':            'pk',
    'mp2_type':            'conv',
    'e_convergence':        1e-8,
    'd_convergence':        1e-8,
    'dft_spherical_points': 590,
    'dft_radial_points':    99,
})












4.2. 计算与输出


4.2.1. 分子计算与波函数导出

在基于轨道的 Post-HF
处理中，最关键的几部分是单电子积分、双电子积分、以及分子轨道系数和本征值．

Psi4 允许在计算后导出波函数对象
(psi4.core.Wavefunction)．波函数对象储存了分子的单电子矩阵、分子轨道、基组与占据轨道、非占轨道数等信息，都是在
Post-HF 计算中不可或缺的部分．它可以由下述的方式导出：



In [6]:






scf_e, scf_wfn = psi4.energy("B3LYP", molecule=mol, return_wfn=True)







通过下述方法，可以导出波函数对象中所储存的矩阵；其中小写 a 与 b
代表的是自旋信息，在 RHF 或 RKS 环境下将会是相同的．(表格可以参见
Psi4NumPy
文档 [https://github.com/psi4/psi4numpy/blob/master/Tutorials/01_Psi4NumPy-Basics/1d_wavefunction.ipynb]，下表只是列举少数常用的方法)







	数值量

	方法





	轨道系数 \(C\)

	wfn.Ca(), wfn.Cb()



	AO 基组密度 \(D\)

	wfn.Da(), wfn.Db()



	Fock 矩阵 \(F\)

	wfn.Fa()



	基组

	wfn.basisset()



	\(\alpha\) (\(\beta\))
电子数

	wfn.nalpha(), wfn.nbeta()



	占据轨道数

	wfn.doccpi()



	体系能量

	wfn.energy()



	轨道能级
\(\boldsymbol{\varepsilon}\)

	wfn.epsilon_a(), wfn.epsilon_b()






不过，实际上上述代码的结果是波函数对象的子类：



In [7]:






type(scf_wfn)









Out[7]:






psi4.core.RHF







因此它还具有更多的方法．在 DFT 计算中，另一个重要的方法是
wfn.V_potential，它是 DFT 格点积分的引擎，在将来会对此做作解释．




4.2.2. Psi4 矩阵与 NumPy 矩阵转换

从波函数对象给出的轨道系数与积分等信息确实可以导出，但它并非是立即可用的
NumPy 对象．因此，我们需要了解这者之间的相互转换．

首先是从 Psi4 矩阵转换为 NumPy 矩阵．它可以直接由下述代码得到：



In [8]:






Da_psi4 = scf_wfn.Da()
Da_np = Da_psi4.np
Da_np = np.asarray(Da_psi4)  # 与上一行代码等效

print("Da_Psi4 type: ", type(Da_psi4))
print("Da_np   type: ", type(Da_np))













Da_Psi4 type:  <class 'psi4.core.Matrix'>
Da_np   type:  <class 'numpy.ndarray'>







提示

从内存利用考虑，一般不使用 numpy.array 来从 Psi4 矩阵构建 NumPy
矩阵，因为这涉及深层复制 (Deep Copy)．




警告

在后面的教程中，可能会出现下述基本正确但偶尔会出错的语句来对 Da_np
进行赋值：

Da_np = scf_wfn.Da().np
Da_np = np.asarray(scf_wfn.Da())





之所以上述语句可能会出错是因为，我们获得的 Da_np 实际上是
scf_wfn.Da() 矩阵的向量视图
(View)，它本身其实没有数据，所有的数据引用自 scf_wfn
中所储存的保护变量 scf_wfn.Da_；我们必须通过方法 scf_wfn.Da()
来调取该矩阵．Da_np 表面上是 scf_wfn.Da_ 的向量视图，但
scf_wfn.Da_ 并不是我们所写的 Python 程序的任何一个变量，因此
Da_np 实际上是一个临时变量的向量视图，这个临时变量也是
scf_wfn.Da_ 的向量视图．而 Python 的垃圾回收机制 (Garbage
Collection [https://docs.python.org/3/glossary.html#term-garbage-collection])
可能会在内存空间不足时回收这个临时变量，导致 Da_np
被重定向到一个新的临时变量，从而产生未定义的值；也可能原来临时变量中储存了其它信息，导致
Da_np 所指向的值发生变化．

因此，比较稳妥的办法是用一个新的变量，譬如这里的 Da_psi4，储存
scf_wfn.Da()
变量，随后基于这个变量产生向量视图．同时，在程序执行的过程中始终不要重新定义变量
Da_psi4，除非你确定你不打算再使用该值了．




警告

正因为 Da_np 变量是向量视图，所以 Da_np 可以看成是对 AO
基组密度矩阵的引用；或者说，对 Da_np 的值的改变会直接影响
scf_wfn.Da_！特别是 Python
作为脚本语言，代码的安全性通常不能依靠声明变量类型解决；不像 C++
在这里可以声明 Da_np 为底层常量引用

const Matrix * Da_np = &scf_wfn.Da()





从而保护 scf_wfn.Da_
的数据不会被误改变．因此需要注意一般情况下，不应当对从波函数对象中提出的
Psi4
矩阵进行数值上的改变．下面两个代码块只是说明这个情况，但请不要在实际程序中写这类危险代码！





In [9]:






# Da_np 未改变
print(scf_wfn.Da().np[0, 0])
# 改变 Da_np
Da_np[0, 0] = 100.
# 从而底层数据被更改
print(scf_wfn.Da().np[0, 0])
# 如果发生这种更改底层数据，几乎唯一的解决方案是重新算一遍分子
scf_e, scf_wfn = psi4.energy("B3LYP", molecule=mol, return_wfn=True)
print(scf_wfn.Da().np[0, 0])













1.0431804467265953
100.0
1.0431804467265955






有时，我们也会碰到需要从 NumPy 矩阵转换为 Psi4
矩阵的情况．这种转换可以通过 Psi4 矩阵类的初始化直接完成：



In [10]:






mat_np = np.eye(3)
mat_psi4 = psi4.core.Matrix.from_array(mat_np)
print(type(mat_psi4))
print(mat_psi4.np)













<class 'psi4.core.Matrix'>
[[1. 0. 0.]
 [0. 1. 0.]
 [0. 0. 1.]]









4.2.3. 积分引擎

Psi4 允许在分子计算前获得单电子与双电子积分．这些积分时通过 Psi4
的积分引擎 psi4.core.MintsHelper
给出的．通过下述语句，传入基组的信息，我们可以初始化一个积分引擎：



In [11]:






mints = psi4.core.MintsHelper(scf_wfn.basisset())







通过下述的方法，可以获得计算中所必要的电子积分．这些积分不需要经过实际的分子体系计算就能给出，是原子轨道基组下的积分．返回值是
psi4.core.Matrix 对象，因此需要转为 NumPy 对象再进行分析．







	数值量

	方法





	原子轨道重叠积分

	mints.ao_overlap()



	动能积分

	mints.ao_kinetic()



	势能积分

	mints.ao_potential()



	电子排斥积分

	mints.ao_eri()



	偶极积分

	mints.ao_dipole()






波函数对象也会给出单电子积分，我们可以简单验证一下这两者的积分是否相同：



In [12]:






# 动能积分 + 势能积分 = 单电子积分
np.allclose(mints.ao_kinetic().np + mints.ao_potential().np, scf_wfn.H().np)









Out[12]:






True









In [13]:






# 原子轨道重叠积分
np.allclose(mints.ao_overlap().np, scf_wfn.S().np)









Out[13]:






True







电子排斥积分 (ERI, Electron Repulsion Integral，有时称双电子积分)
按照化学惯例给予角标
\((\mu \nu \vert \kappa \tau)\)，且使用的是实空间轨道．因此，其具有八重的对称性．下面的代码会简单验证一下电子排斥积分的一些性质，同时可以简单了解一下张量的角标转换的方式．



In [14]:






eri_psi4 = mints.ao_eri()
eri = np.asarray(eri_psi4)

# 比较 ERI 的矩阵形状与基组大小
print("Shape of ERI tensor: ", eri.shape)
print("Shape of basis number: ", scf_wfn.nmo())

# ERI 积分的对称性
print("(uv|kl) = (vu|kl): ", np.allclose(eri, eri.transpose(1,0,2,3)))
print("(uv|kl) = (kl|uv): ", np.allclose(eri, eri.transpose(2,3,0,1)))
print("(uv|kl) = (uk|vl): ", np.allclose(eri, eri.transpose(0,2,1,3)))

# (uv|kl) -> (vu|kl) 简单的转置用 swapaxes 方便
print("transpose vs. swapaxes (uv|kl) -> (vu|kl): ", np.allclose(
    eri.transpose(1,0,2,3), eri.swapaxes(0,1)
))

# (uv|kl) -> (kl|uv) 复杂的转置用 transpose 方便
print("transpose vs. swapaxes (uv|kl) -> (kl|uv): ", np.allclose(
    eri.transpose(2,3,0,1), eri.swapaxes(0,2).swapaxes(1,3)
))













Shape of ERI tensor:  (13, 13, 13, 13)
Shape of basis number:  13
(uv|kl) = (vu|kl):  True
(uv|kl) = (kl|uv):  True
(uv|kl) = (uk|vl):  False
transpose vs. swapaxes (uv|kl) -> (vu|kl):  True
transpose vs. swapaxes (uv|kl) -> (kl|uv):  True







警告

电子排斥积分将会占用较大的资源．如果基组较大，就需要手动验证内存大小．其计算方法是，在知晓基组大小时，可以通过下面的代码块进行双电子积分内存大小预估．

如果计算过程中出现内存不足，一般 NumPy
会先报错；但也可能产生未定义的错误甚至系统崩溃！





In [15]:






nbf = scf_wfn.nmo()
I_size = (nbf**4) * 8.e-9
print("Size of the ERI tensor will be {:10.6f} GB.".format(I_size))













Size of the ERI tensor will be   0.000228 GB.







提示

一般地，基组数与分子轨道数没有必然的相等关系，且基组数不小于分子轨道数．然而在基组较小，或没有明显基组的线性依赖关系时，一般的量子化学软件都会使用与基组数相同的数来确定分子轨道数．这也是为何这里可以使用分子轨道数来表示原子积分的维度的原因．之后的教程中将始终认为基组数与分子轨道数的大小相同．











          

      

      

    

  

    
      
          
            
  


5. XYG3 能量与非自洽 Fock 矩阵

在这一节中，我们会以 XYG3 能量计算与非自洽 Fock
矩阵的构建为例，讲述如何重复 B3LYP 能量、MP2 能量、XYG3
能量，以及其中更多的细节．尽管一般来说，学习量化程序的第一步是 SCF
程序的实现；但 Post-HF
方法的程序实现实际上未必需要这一基础．作者希望这一节可以为后面的 CP
方程提供比较充分的实践基础．

这一节统一假定 Restricted 参考态．


5.1. 准备工作


5.1.1. 分子计算

我们现在做一些必要的前期准备．下面定义的众多量会频繁使用．



In [1]:






# 环境搭建
import psi4
import numpy as np

# 简化矩阵输出
np.set_printoptions(5, linewidth=100, suppress=True)

# 输出文件
psi4.set_output_file("output.dat", False)

# 设置内存 0.5 GB
psi4.set_memory(int(5e8))

# 设置分子坐标
mol = psi4.geometry("""
    O  0.000000000000    -0.000000000000    -0.079135765807
    H  0.000000000000     0.707106781187     0.627971015380
    H  0.000000000000    -0.707106781187     0.627971015380
    symmetry c1
""")

# 设置计算选项
psi4.set_options({
    'basis':               '6-31g',
    'scf_type':            'pk',
    'mp2_type':            'conv',
    'e_convergence':        1e-8,
    'd_convergence':        1e-8,
    'dft_spherical_points': 590,
    'dft_radial_points':    99,
})









In [2]:






# 波函数信息，包括 HF 与 B3LYP
# B3LYP 在 Gaussian 中需要设置 Int=UltraFine，并且只能对到小数点第 7 位
hf_e, hf_wfn = psi4.energy("HF", molecule=mol, return_wfn=True)
scf_e, scf_wfn = psi4.energy("B3LYP", molecule=mol, return_wfn=True)
mp2_e = psi4.energy("MP2", molecule=mol, return_wfn=False)







我们首先可以验证一下 Gaussian
的结果与上述的计算结果是否能对到第六位小数．Gaussian
输入卡：HF,
MP2, B3LYP



In [3]:






psi4.compare_values(hf_e, -75.9697009555, 6, 'HF Energy')
psi4.compare_values(scf_e, -76.3771828949, 6, 'B3LYP Energy')
psi4.compare_values(mp2_e, -0.76104035644031E+02, 6, 'MP2 Energy')













        HF Energy.........................................................PASSED
        B3LYP Energy......................................................PASSED
        MP2 Energy........................................................PASSED








Out[3]:






True










5.1.2. 中间变量

下面的变量是从波函数信息中导出的量．由于我们主要使用 B3LYP
的计算结果，因此不作额外标记的量一般都是 B3LYP
的计算结果．一些电子积分的结果对于 HF 与 B3LYP 是相同的．同时，由于是
Restricted 参考态，因此 \(\alpha\) 与 \(\beta\)
自旋的导出矩阵的结果应当是相同的．



In [4]:






# 电子积分引擎
# 由于我们现在所使用的电子积分引擎是与方法无关的，因此这里无所谓使用哪个方法的波函数．
mints = psi4.core.MintsHelper(scf_wfn.basisset())
# 积分
T = np.asarray(mints.ao_kinetic())  # AO 基组动能积分
V = np.asarray(mints.ao_potential())  # AO 基组电子-核势能积分
eri = np.asarray(mints.ao_eri())  # AO 基组双电子排斥积分









In [5]:






# 数值量
nocc = scf_wfn.nalpha()
nbf = mints.nbf()
nmo = scf_wfn.nmo()
nvir = nmo - nocc
print("nmo = nbf? ", nmo == nbf)













nmo = nbf?  True








In [6]:






# HF 导出变量
F_hf = np.asarray(hf_wfn.Fa())  # AO 基组 Fock 矩阵
D_hf = np.asarray(hf_wfn.Da())  # AO 基组单电子密度
C_hf = np.asarray(hf_wfn.Ca())  # AO <-> MO 轨道系数 C_{up}
Co_hf = np.asarray(hf_wfn.Ca_subset('AO', 'OCC'))  # 占据轨道系数
Cv_hf = np.asarray(hf_wfn.Ca_subset('AO', 'VIR'))  # 未占轨道系数
e_hf = np.asarray(hf_wfn.epsilon_a())  # 轨道能级
eo_hf = np.asarray(hf_wfn.epsilon_a_subset('AO', 'OCC'))  # 占据轨道能级
ev_hf = np.asarray(hf_wfn.epsilon_a_subset('AO', 'VIR'))  # 未占轨道能级









In [7]:






# B3LYP 导出变量
F = np.asarray(scf_wfn.Fa())  # AO 基组 Fock 矩阵
D = np.asarray(scf_wfn.Da())  # AO 基组单电子密度
C = np.asarray(scf_wfn.Ca())  # AO <-> MO 轨道系数 C_{up}
Co = np.asarray(scf_wfn.Ca_subset('AO', 'OCC'))  # 占据轨道系数
Cv = np.asarray(scf_wfn.Ca_subset('AO', 'VIR'))  # 未占轨道系数
e = np.asarray(scf_wfn.epsilon_a())  # 轨道能级
eo = np.asarray(scf_wfn.epsilon_a_subset('AO', 'OCC'))  # 占据轨道能级
ev = np.asarray(scf_wfn.epsilon_a_subset('AO', 'VIR'))  # 未占轨道能级
# DFT 相关
Vxc = np.asarray(scf_wfn.Va())  # AO 基组 V_xc 密度泛函一次导数矩阵
V_pot = scf_wfn.V_potential()  # DFT 积分引擎












5.2. HF Fock 矩阵重复


5.2.1. 普通做法

我们首先验证一下最简单的 HF 方法下的 Fock
矩阵的构造．我们知道，Restricted HF 的 AO 基组 Fock 矩阵可以写作


\begin{align}
F_{\mu \nu} [P_{\mu \nu}] = T_{\mu \nu} + V_{\mu \nu}^\mathrm{ext} + 2 J_{\mu \nu} [P_{\mu \nu}] - K_{\mu \nu} [P_{\mu \nu}]
\end{align}
其中，


\begin{align}
T_{\mu \nu} &= \langle \mu | - \frac{1}{2} \nabla^2 | \nu \rangle \\
V_{\mu \nu}^\mathrm{ext} &= \langle \mu | v^\mathrm{ext} | \nu \rangle \\
J_{\mu \nu} [P_{\mu \nu}] &= (\mu \nu | i i) = (\mu \nu | \kappa \lambda) C_{\kappa i} C_{\lambda i} = (\mu \nu | \kappa \lambda) P_{\mu \nu} \\
K_{\mu \nu} [P_{\mu \nu}] &= (\mu i | \nu i) = C_{\kappa i} (\mu \kappa | \nu \lambda) C_{\lambda i} = (\mu \kappa | \nu \lambda) P_{\mu \nu} \\
\end{align}
同时，AO 基组 Fock 矩阵到 MO 基组 Fock 矩阵的变换可以通过下式确定：


\begin{align}
F_{pq} [P_{\mu \nu}] = C_{\mu p} F_{\mu \nu} [P_{\mu \nu}] C_{\nu q}
\end{align}
对于 Hartree-Fock，MO 基组的 Fock
矩阵应当是对角阵，且对角值为轨道能量．我们就验证这些性质．



In [8]:






# 构建 AO Fock 矩阵
F_hf_my = np.zeros_like(F_hf)  # 构建零矩阵
F_hf_my += T  # 动能部分
F_hf_my += V  # 势能部分
F_hf_my += 2 * np.einsum("uvkl, ki, li -> uv", eri, Co_hf, Co_hf, optimize=True)  # Coulomb 积分部分
F_hf_my -= np.einsum("ukvl, ki, li -> uv", eri, Co_hf, Co_hf, optimize=True)  # Exchange 积分部分
# 构造 J, K 矩阵的两行代码还可以写作
#   F_hf_my += 2 * np.einsum("uvkl, kl -> uv", eri, D_hf)  # Coulomb 积分部分
#   F_hf_my -= np.einsum("ukvl, kl -> uv", eri, D_hf)  # Exchange 积分部分

# 检验 AO Fock 矩阵是否构建正确
print("AO Fock matrix allclose: ", np.allclose(F_hf_my, F_hf))
# 检验 MO Fock 矩阵对角元是否是本征值
print("MO Fock equal to eigenvalues: ", np.allclose(np.diag(C_hf.T @ F_hf_my @ C_hf), e_hf))













AO Fock matrix allclose:  True
MO Fock equal to eigenvalues:  True






由此，Hartree-Fock 能量也可以直接获得：


\begin{align}
E^\textsf{HF} [P_{\mu \nu}] = P_{\mu \nu} (T_{\mu \nu} + V_{\mu \nu}^\mathrm{ext} + F_{\mu \nu} [P_{\mu \nu}]) + E^\mathrm{Nuc}
\end{align}


In [9]:






hf_e_my = (D_hf * (T + V + F_hf_my)).sum() + mol.nuclear_repulsion_energy()
psi4.compare_values(hf_e, hf_e_my, 6, 'Constructed HF Energy')













        Constructed HF Energy.............................................PASSED








Out[9]:






True








提示

在这里，密度矩阵的定义是 \(P_{\mu \nu} = C_{\mu i} C_{\nu i}\)，与
Szabo (3.145) 的定义少一倍．因此，Hartree-Fock 能量中电子所贡献的部分与
(3.184) 的公式也差一倍．




提示

很多变量都会是单电子密度矩阵的相关变量，但这会把公式弄得比较糟糕．在之后，我们可能会较少地写
\([P_{\mu \nu}]\) 的记号，除非比较有必要．






5.2.2. 使用 JK 引擎积分

在后面叙述 CP 方程时，我们会经常地使用 JK
引擎．尽管这一节不会大量使用该引擎，但对它的了解将会方便后面对 CP
方程程序化的理解．其使用方式如下．

JK 引擎解决的问题是，当传入两个系数矩阵
\(C_{\kappa i}^\mathrm{left}\) 与
\(C_{\lambda i}^\mathrm{right}\) 时，给出其对应原子轨道基组的
Coulomb 与 Exchange 积分


\begin{align}
    J_{\mu \nu} &= (\mu \nu | \kappa \lambda) C_{\kappa i}^\mathrm{left} C_{\lambda i}^\mathrm{right} \\
    K_{\mu \nu} &= (\mu \kappa | \nu \lambda) C_{\kappa i}^\mathrm{left} C_{\lambda i}^\mathrm{right}
\end{align}
显然这是一个更广泛的解决方案．若局限于 Hartree-Fock 的 Coulomb 与
Exchange 矩阵，我们也可以使用 JK 引擎解决：只要我们传入的
\(C_{\kappa i}^\mathrm{left}\) 与
\(C_{\lambda i}^\mathrm{right}\) 都是 \(C_{\mu i}\) 即可．



In [10]:






# JK 引擎初始化
jk_hf = psi4.core.JK.build(hf_wfn.basisset())
jk_hf.initialize()

# 设定左矢与右矢轨道系数 (实际上相当于设定传入单电子密度)
jk_hf.C_left_add(psi4.core.Matrix.from_array(Co_hf))
jk_hf.C_right_add(psi4.core.Matrix.from_array(Co_hf))

# JK 引擎计算与结果输出
jk_hf.compute()
J_hf_my = np.asarray(jk_hf.J()[0])
K_hf_my = np.asarray(jk_hf.K()[0])
D_hf_my = np.asarray(jk_hf.D()[0])

# 比较结果
print(" Coulomb matrix allclose: ",
      np.allclose(np.einsum("uvkl, ki, li -> uv", eri, Co_hf, Co_hf, optimize=True), J_hf_my))
print("Exchange matrix allclose: ",
      np.allclose(np.einsum("ukvl, ki, li -> uv", eri, Co_hf, Co_hf, optimize=True), K_hf_my))
print(" Density matrix allclose: ",
      np.allclose(Co_hf @ Co_hf.T, D_hf_my))













 Coulomb matrix allclose:  True
Exchange matrix allclose:  True
 Density matrix allclose:  True











5.3. HF 偶极矩重复

这里简单介绍 HF 偶极矩的计算的方式．偶极矩的投影在 Hartree-Fock
下非常容易计算，只需要单电子密度、偶极积分与原子核位置就可以获得：


\begin{equation}
\mu_f = P_{\mu \nu} ( \nu | -f | \mu ) + Z_A f_A
\end{equation}
其中 \(f\) 代表坐标取向 \(x, y, z\)，\(Z_A\) 与
\(f_A\) 分别代表原子 \(A\) 的电荷数值与其坐标在取向 \(f\)
上的投影．偶极矩本身为矢量：


\begin{equation}
\boldsymbol{\mu} = (\mu_x, \mu_y, \mu_z)
\end{equation}

5.3.1. 电子云贡献

我们只需要拿出偶极矩积分即可．由于偶极矩分三个方向，因此偶极矩的积分会储存在一个列表中．我们将这个列表中的内容替换为
NumPy
向量对象．需要注意这些积分已经将电子的负电荷所产生的负号包含进去了．



In [11]:






# Hartree-Fock 偶极矩 AO 基组积分
dip_mat_hf = mints.ao_dipole()
for ind in range(3):
    dip_mat_hf[ind] = np.asarray(dip_mat_hf[ind])







随后我们就将这些矩阵与密度矩阵作元素相乘，即得到电子云贡献的偶极矩．注意到因为
RHF
下密度矩阵的定义，因此需要对结果乘上两倍．该偶极矩的物理量是原子单位，即电子电荷乘上玻尔半径．



In [12]:






dip_hf = []
for ind in range(3):
    dip_hf.append((dip_mat_hf[ind] * D_hf).sum() * 2)
dip_hf









Out[12]:






[-3.854491382007728e-16, 1.2847476305033467e-08, -0.04940294102681908]










5.3.2. 原子核贡献

我们知道，由于空间坐标涉及到坐标系的选取，因此在计算过程中，电子云相对于原点的位置选取上的改变会直接对偶极矩的值产生改变．不同的原点选取不会影响作为偶极矩对电场导数的极化率，或者对偶极矩空间坐标的导数，但会影响偶极矩本身的数值．

在 Psi4
中，分子在构建过程中就会进行坐标转换或平移，因此我们需要知道更新之后的原子坐标．这可以通过下述代码实现
(单位为玻尔半径)：



In [13]:






mol_geo = np.asarray(mol.geometry())
mol_geo









Out[13]:






array([[ 0.     ,  0.     , -0.14954],
       [ 0.     ,  1.33624,  1.18669],
       [ 0.     , -1.33624,  1.18669]])







乍看之下似乎变化不大，但实际上有微小区别；如果我们在输入分子坐标的地方对分子进行平移，则会看到比较明显的区别．同时，每个原子的打包在列表的原子核电荷可以通过下述代码给出
(单位为电子电荷)：



In [14]:






neu_charge = []
for neu in range(mol_geo.shape[0]):
    neu_charge.append(mol.charge(neu))
neu_charge









Out[14]:






[8.0, 1.0, 1.0]







最后，我们就给出原子核对偶极矩的贡献．



In [15]:






dip_mol = [0., 0., 0.]
for neu in range(mol_geo.shape[0]):
    for ind in range(3):
        dip_mol[ind] += neu_charge[neu] * mol_geo[neu][ind]
dip_mol









Out[15]:






[0.0, 0.0, 1.1770270745569982]










5.3.3. 总偶极矩

总偶极矩就是电子云贡献与原子核贡献的简单加和．



In [16]:






dip_tot_hf = [v1 + v2 for (v1, v2) in zip(dip_hf, dip_mol)]
dip_tot_hf









Out[16]:






[-3.854491382007728e-16, 1.2847476305033467e-08, 1.127624133530179]







偶极矩在 SCF 方法下，包括一般的杂化 DFT
近似方法，都是比较容易实现的．但对于 MP2
等方法，则需要构建其一阶约化密度，并且这种密度的构建方式是通过对能量求导数获得的．因此，为获得
MP2 方法的偶极矩，我们需要求解 Z-Vector 方程．这在之后的教程中会提及．






5.4.2. MP2 能量重复


5.4.1. Kutzelnigg-Mukherjee (KM) 记号

在重复 MP2 能量前，我们需要确定一些 Restricted
参考态下常用的记号．这里采用 KM
记号 [https://dx.doi.org/10.1063/1.474405] (或见 Psi4NumPy 教程
8a [https://github.com/psi4/psi4numpy/blob/master/Tutorials/08_CEPA0_and_CCD/8a_Intro_to_spin_orbital_postHF.ipynb])
书写 (但我尚不习惯这些记号，因此可能有写得不太对的地方)．与 MP2 能量或
CP 方程有关的变量通常只有双电子积分 (ERI)，以及双轨道激发振幅
(Amplitude)；因此只给出与这两者有关的记号定义．


\begin{align}
g_{ij}^{ab} &= \langle i j | a b \rangle \\
\bar g_{ij}^{ab} &= \langle i j \Vert a b \rangle = \langle i j | a b \rangle - \langle i j | b a \rangle \\
\mathscr{E}_{ab}^{ij} &= \varepsilon_i + \varepsilon_j - \varepsilon_a - \varepsilon_b \\
t_{ij}^{ab} &= g_{ij}^{ab} (\mathscr{E}_{ab}^{ij})^{-1} \\
\bar t_{ij}^{ab} &= \bar g_{ij}^{ab} (\mathscr{E}_{ab}^{ij})^{-1} = t_{ij}^{ab} - t_{ij}^{ba}
\end{align}
其中，在字母上不带横的记号通常可以表示相反自旋 (OS, Opposite Spin)
的贡献，而带一横的记号则可以表示相同自旋 (SS, Same Spin) 的贡献．




5.4.2. MP2 能量重复

我们可以将 MP2 能量写作下述形式：


\begin{equation}
E_\mathrm{corr}^\mathsf{MP2} = (t_{ij}^{ab})^2 \mathcal{E}_{ab}^{ij} + \frac{1}{2} (\bar t_{ij}^{ab})^2 \mathcal{E}_{ab}^{ij}
\end{equation}
下面就来验证 MP2 能量的构造．



In [17]:






# 构建轨道能之差的张量
d_hf = (eo_hf.reshape(-1, 1, 1, 1) - ev_hf.reshape(-1, 1, 1) + eo_hf.reshape(-1, 1) - ev_hf)
# 构建分子轨道积分 <ij|ab> = (ia|jb) = g_{ij}^{ab} -> g[i, a, j, b]
g_hf = np.einsum("ui, va, uvkl, kj, lb -> iajb", Co_hf, Cv_hf, eri, Co_hf, Cv_hf, optimize=True)
# 构建轨道对激发振幅
t_hf = g_hf / d_hf
# 计算 MP2 能量
mp2_corr_my = (t_hf ** 2 * d_hf + 0.5 * (t_hf - t_hf.swapaxes(1,3)) ** 2 * d_hf).sum()
# 对比方才计算的 MP2 能量
psi4.compare_values(mp2_corr_my, mp2_e - hf_e, 6, 'Constructed MP2 Correlation')













        Constructed MP2 Correlation.......................................PASSED








Out[17]:






True







事实上，ERI 积分可以直接从 Psi4 的积分引擎给出；结果是一样的．



In [18]:






# 这里传入的变量必须是 psi4.core.Matrix 型
Co_hf_psi4 = hf_wfn.Ca_subset('AO', 'OCC')
Cv_hf_psi4 = hf_wfn.Ca_subset('AO', 'VIR')
# 对比 psi4 的积分引擎与手算分别给出的 MO ERI 张量
print("mints.mo_eri vs. hand-made mo-eri tensor: ",
      np.allclose(mints.mo_eri(Co_hf_psi4, Cv_hf_psi4, Co_hf_psi4, Cv_hf_psi4), g_hf))













mints.mo_eri vs. hand-made mo-eri tensor:  True











5.5. B3LYP Fock 矩阵重复

现在我们将重复 B3LYP 的 Fock 矩阵．相对于 Hartree-Fock 方法，B3LYP 的
Fock 矩阵多出一项交换相关势能，同时其 K
积分的比例由杂化泛函的精确交换比例所确定：


\begin{equation}
F_{\mu \nu} = T_{\mu \nu} + V_{\mu \nu}^\mathrm{ext} + 2 J_{\mu \nu} - c_\mathrm{x} K_{\mu \nu} + V_{\mu \nu}^\mathrm{xc}
\end{equation}
\(V_{\mu \nu}^\mathrm{xc}\) 可以由 DFT
积分引擎给出，该积分引擎已经在 中间矩阵
处定义．事实上，B3LYP 波函数 scf_wfn 已经储存了交换相关势，其值从
scf_wfn.Va()
调出．表面上，这好像是该波函数所对应的势能；但这个势能不包含外势，或者说在普通分子体系下，核与电子的相互作用．因此，如果我们取看
hf_wfn.Va()，就会发现这是个零矩阵．我们可以用 DFT
积分引擎算出的交换相关势与波函数的交换相关势进行比对来验证结果．



In [19]:






# 创建一个零矩阵，它将储存交换相关势
Vxc_my = psi4.core.Matrix(nbf, nbf)
# 在计算交换相关势前，需要指定该势能所处的密度环境
V_pot.set_D([scf_wfn.Da()])
# 计算交换相关势，零矩阵 Vxc_my 在运行后将会被替换为非零矩阵
V_pot.compute_V([Vxc_my])
# 比对结果
print("wfn.V_potential vs. wfn.Va: ",
      np.allclose(Vxc_my, Vxc))













wfn.V_potential vs. wfn.Va:  True






那么仿照 Hartree-Fock，B3LYP 的 Fock 矩阵可以容易地给出．我们这里利用了
B3LYP 的 \(c_\mathrm{x} = 0.2\)．



In [20]:






# 构建 AO Fock 矩阵
F_my = np.zeros_like(F)  # 构建零矩阵
F_my += T  # 动能部分
F_my += V  # 势能部分
F_my += 2 * np.einsum("uvkl, kl -> uv", eri, D)  # Coulomb 积分部分
F_my -= 0.2 * np.einsum("ukvl, kl -> uv", eri, D)  # Exchange 积分部分
F_my += Vxc_my.np  # DFT 交换相关势

# 检验 AO Fock 矩阵是否构建正确
print("AO Fock matrix allclose: ", np.allclose(F_my, F))
# 检验 MO Fock 矩阵对角元是否是本征值
print("MO Fock equal to eigenvalues: ", np.allclose(np.diag(C.T @ F_my @ C), e))













AO Fock matrix allclose:  True
MO Fock equal to eigenvalues:  True






有了 Fock 矩阵后，我们似乎也可以试着给出 B3LYP 的能量；但需要注意到，DFT
的交换相关能的计算不是靠其 AO
基组的交换相关势给出的，而需要单独地算交换相关能才行．幸运的是，这部分能量已经在调用
DFT 积分引擎时已经计算完毕．我们只需要 V_pot.quadrature_values()
调用其结果即可．利用的公式是


\begin{align}
E^\textsf{B3LYP} = P_{\mu \nu} (2 T_{\mu \nu} + 2 V_{\mu \nu}^\mathrm{ext} + 2 J_{\mu \nu} - c_\mathrm{x} K_{\mu \nu}) + E^\mathrm{xc} [P_{\mu \nu}] + E^\mathrm{Nuc}
\end{align}


In [21]:






# 动能、势能、Coulomb 积分、Exchange 积分贡献
scf_e_my = (D * (2 *T + 2 * V + 2 * np.einsum("uvkl, kl -> uv", eri, D)
                 - 0.2 * np.einsum("ukvl, kl -> uv", eri, D))).sum()
# 交换相关能
scf_e_my += V_pot.quadrature_values()["FUNCTIONAL"]
# 核排斥
scf_e_my += mol.nuclear_repulsion_energy()

# 与 Psi4 计算结果比对
psi4.compare_values(scf_e_my, scf_e, 6, 'Constructed B3LYP Correlation')













        Constructed B3LYP Correlation.....................................PASSED








Out[21]:






True










5.6. XYG3 非自洽 Fock 矩阵与能量


5.6.1. 非自洽 Fock 矩阵与能量的定义

我们知道，XYG3 基于 B3LYP 自洽的密度与轨道，使用 XYG3
密度泛函进行能量计算．在后面，我们会记 \(\mathrm{s}\) 为自洽泛函记号
(B3LYP)，而 \(\mathrm{n}\) 为非自洽泛函记号
(XYG3)．其能量形式可以表达为


\begin{align}
E^\textsf{XYG3} = P_{\mu \nu}^\mathrm{s} (2 T_{\mu \nu} + 2 V_{\mu \nu}^\mathrm{ext} + 2 J_{\mu \nu} [P_{\mu \nu}^\mathrm{s}] - c_\mathrm{x}^\mathrm{n} K_{\mu \nu} [P_{\mu \nu}^\mathrm{s}]) + E^\mathrm{xc, n} [P_{\mu \nu}^\mathrm{s}] + c_\mathrm{c}^\mathrm{n} E^\textsf{PT2} + E^\mathrm{Nuc}
\end{align}
因此，其能量表达式的大部分项都非常容易获得；其中的
\(E^\textsf{PT2}\) 一般是通过在 MP2 公式中代入 B3LYP
轨道系数计算而得；比较麻烦的项是
\(E^\mathrm{xc, n} [P_{\mu \nu}^\mathrm{s}]\)．同时，XYG3 的非自洽
Fock 矩阵的形式为


\begin{equation}
F_{\mu \nu}^\mathrm{n} = T_{\mu \nu} + V_{\mu \nu}^\mathrm{ext} + 2 J_{\mu \nu} [P_{\mu \nu}^\mathrm{s}] - c_\mathrm{x}^\mathrm{n} K_{\mu \nu} [P_{\mu \nu}^\mathrm{s}] + V_{\mu \nu}^\mathrm{xc, n} [P_{\mu \nu}^\mathrm{s}]
\end{equation}
比较麻烦的是
\(V_{\mu \nu}^\mathrm{xc, n} [P_{\mu \nu}^\mathrm{s}]\)．




5.6.2. XYG3 泛函定义

为了计算上述两个比较麻烦的量，第一步是在程序中对 XYG3
的非自洽泛函进行程序中的定义．XYG3 泛函，或第五阶泛函 (按 Predew 的
Jacob 阶梯 [https://dx.doi.org/10.1063/1.1390175] 说法) 的
定义 [https://dx.doi.org/10.1073/pnas.0901093106] 是


\begin{equation}
E_\mathrm{xc}^\textsf{R5} = E_\mathrm{xc}^\textsf{LDA} + c_1 (E_\mathrm{x}^\textsf{exact} - E_\mathrm{x}^\textsf{LDA}) + c_2 \Delta E_\mathrm{x}^\textsf{GGA} + c_3 (E_\mathrm{c}^\textsf{PT2} - E_\mathrm{c}^\textsf{LDA}) + c_4 \Delta E_\mathrm{c}^\textsf{GGA}
\end{equation}
对应到程序中，每一项的系数则展开为


\begin{equation}
E_\mathrm{xc}^\textsf{R5} = (1 - c_1 - c_2) E_\mathrm{x}^\textsf{LDA} + c_2 E_\mathrm{x}^\textsf{GGA} + (1 - c_3 - c_4) E_\mathrm{c}^\textsf{LDA} + c_4 E_\mathrm{c}^\textsf{GGA} + c_1 E_\mathrm{x}^\textsf{exact} + c_3 E_\mathrm{c}^\textsf{PT2}
\end{equation}
对于 XYG3，其系数的确定是


\begin{equation}
c_1 = 0.8033, \quad c_2 = 0.2107, \quad c_3 = 0.3211, \quad c_4 = 1 - c_3
\end{equation}
因此，XYG3 的泛函形式为


\begin{equation}
E_\mathrm{xc}^\textsf{XYG3} = -0.0140 E_\mathrm{x}^\textsf{LDA} + 0.2107 E_\mathrm{x}^\textsf{GGA} + 0.6789 E_\mathrm{c}^\textsf{GGA} + 0.8033 E_\mathrm{x}^\textsf{exact} + 0.3211 E_\mathrm{c}^\textsf{PT2}
\end{equation}
在程序中，真正为 DFT 积分引擎所关心的部分是上式的前三项；而后两项应该在
HF 或 Post-HF 框架下完成．这里，我们定义


\begin{equation}
E^\mathrm{xc, n} = -0.0140 E_\mathrm{x}^\textsf{LDA} + 0.2107 E_\mathrm{x}^\textsf{GGA} + 0.6789 E_\mathrm{c}^\textsf{GGA}
\end{equation}
在 Psi4 中，泛函形式的确定是通过新建一个函数来进行．其确定过程如下：



In [22]:






def build_xyg3_nc_superfunctional(name, npoints, deriv, restricted):

    # 新建一个空白泛函，最后返回该泛函
    sup = psi4.core.SuperFunctional.blank()

    # 对泛函进行基本描述
    sup.set_name('XYG3NC')
    sup.set_description('    XYG3 Non-Consistent Functional without MP2 Part\n')

    # -0.0140 * LDA Exchange
    # -0.0140 = 1 - 0.8033 - 0.2107
    lda_x = psi4.core.LibXCFunctional("XC_LDA_X", restricted)
    lda_x.set_alpha(-0.0140)
    sup.add_x_functional(lda_x)

    # 0.2107 * B88 Exchange
    gga_x = psi4.core.LibXCFunctional("XC_GGA_X_B88", restricted)
    gga_x.set_alpha(0.2107)
    sup.add_x_functional(gga_x)

    # 0.6789 * LYP Correlation
    # 0.6789 = 1 - 0.3211
    lyp_c = psi4.core.LibXCFunctional("XC_GGA_C_LYP", restricted)
    lyp_c.set_alpha(0.6789)
    sup.add_c_functional(lyp_c)

    # 0.8033 Exact Exchange
    sup.set_x_alpha(0.8033)
    # 我想上述的精确交换在这里不设好像也可以

    return sup










5.6.3. XYG3 交换相关能与交换相关势

随后我们就可以对上面两个最麻烦的部分进行计算了．我们的任务是拿到 DFT
积分引擎；尽管原则上不需要先进行自洽场计算，但我还没找到一个可以直接可以使用的
DFT 积分引擎的方案 (应当是交换相关势函数设得不好)，因此就先进行一次 DFT
计算，从非自洽泛函的波函数对象中拿出 DFT
引擎，再代入自洽密度，得到我们想要的结果．


提示

这里计算非自洽泛函的自洽场纯粹是权宜之计！只为获得 DFT 积分引擎．





In [23]:






nscf_e, nscf_wfn = psi4.energy("SCF", dft_functional=build_xyg3_nc_superfunctional, return_wfn=True)









In [24]:






# 非自洽势能定为 Vn，其代入的密度是自洽场泛函的 AO 基组密度
Vn = psi4.core.Matrix(nbf, nbf)
Vn_pot = nscf_wfn.V_potential()
Vn_pot.set_D([scf_wfn.Da()])
Vn_pot.compute_V([Vn])
# 在获得非自洽交换相关势后，同时可以得到交换相关能
Vn_pot.quadrature_values()["FUNCTIONAL"]









Out[24]:






-2.004883653728055










5.6.4. XYG3 能量

由此，我们可以获得 XYG3 能量．其计算过程如下：



In [25]:






#** XYG3 能量 (不包含 PT2)
# 一般 SCF 贡献
xyg3_e = (D * (2 * T + 2 * V + 2 * np.einsum("uvkl, kl -> uv", eri, D)
               - 0.8033 * np.einsum("ukvl, kl -> uv", eri, D))).sum()
# 交换相关贡献
xyg3_e += Vn_pot.quadrature_values()["FUNCTIONAL"]
# 核排斥贡献
xyg3_e += mol.nuclear_repulsion_energy()

#** PT2 部分
# 构建 MO 基组 ERI
Co_psi4 = scf_wfn.Ca_subset('AO', 'OCC')
Cv_psi4 = scf_wfn.Ca_subset('AO', 'VIR')
g_psi4 = mints.mo_eri(Co_psi4, Cv_psi4, Co_psi4, Cv_psi4)
g = np.asarray(g_psi4)
# 构建轨道能之差的张量
d = (eo.reshape(-1, 1, 1, 1) - ev.reshape(-1, 1, 1) + eo.reshape(-1, 1) - ev)
# 构建轨道对激发振幅
t = g / d
# 计算 XYG3 PT2 能量
xyg3_pt2 = 0.3211 * (t ** 2 * d + 0.5 * (t - t.swapaxes(1,3)) ** 2 * d).sum()

# 最终 XYG3 能量
xyg3_e += xyg3_pt2
xyg3_e









Out[25]:






-76.2823936306757







我们与 XYG3 在该分子下的参考值进行比对，在 6 位小数内正确．



In [26]:






psi4.compare_values(xyg3_e, -0.76282393305943E+02, 6, 'XYG3 Energy')













        XYG3 Energy.......................................................PASSED








Out[26]:






True










5.6.5. XYG3 非自洽 Fock 矩阵

我们按照与构造 B3LYP 的 Fock 矩阵类似的方法，就可以构造 XYG3 非自洽 Fock
矩阵．这里不提供参考值比对的情况了．我们给出下述代码作为生成 AO 基组的
XYG3 非自洽 Fock 矩阵：



In [27]:






Fn = T + V
Fn += 2 * np.einsum("uvkl, kl -> uv", eri, D)
Fn -= 0.8033 * np.einsum("ukvl, kl -> uv", eri, D)
Fn += Vn







以 B3LYP 自洽轨道为组成的 MO 基组的 XYG3 非自洽 Fock
矩阵可以以下述代码给出．我们可以发现，该 Fock
矩阵并不是对角矩阵，但其对角元不大；同时其对角元的值与轨道能也基本相近．该矩阵的占据-非占
(occupied-virtual) 部分将会是 XYG3 的 CP 方程求解过程中非常重要的项．



In [28]:






Fn_mo = C.T @ Fn @ C
Fn_mo









Out[28]:






array([[-20.23753,  -0.02323,   0.     ,  -0.01456,  -0.     ,  -0.01381,  -0.     ,   0.     ,
         -0.00786,   0.     ,  -0.02656,  -0.     ,  -0.03727],
       [ -0.02323,  -1.27763,  -0.     ,  -0.03914,  -0.     ,   0.00513,  -0.     ,   0.     ,
          0.01026,   0.     ,  -0.01151,  -0.     ,   0.01092],
       [  0.     ,  -0.     ,  -0.6303 ,   0.     ,   0.     ,   0.     ,  -0.00611,  -0.00518,
          0.     ,  -0.     ,   0.     ,   0.02084,  -0.     ],
       [ -0.01456,  -0.03914,   0.     ,  -0.54857,   0.     ,   0.00842,  -0.     ,  -0.     ,
         -0.00336,  -0.     ,   0.00734,   0.     ,  -0.01383],
       [ -0.     ,  -0.     ,   0.     ,   0.     ,  -0.468  ,   0.     ,   0.     ,   0.     ,
         -0.     ,   0.00389,  -0.     ,  -0.     ,   0.     ],
       [ -0.01381,   0.00513,   0.     ,   0.00842,   0.     ,   0.14582,  -0.     ,  -0.     ,
          0.05169,  -0.     ,   0.00862,  -0.     ,   0.02059],
       [ -0.     ,  -0.     ,  -0.00611,  -0.     ,   0.     ,  -0.     ,   0.23946,   0.03564,
          0.     ,  -0.     ,  -0.     ,   0.0502 ,   0.     ],
       [  0.     ,   0.     ,  -0.00518,  -0.     ,   0.     ,  -0.     ,   0.03564,   0.91335,
         -0.     ,   0.     ,  -0.     ,   0.01797,   0.     ],
       [ -0.00786,   0.01026,   0.     ,  -0.00336,  -0.     ,   0.05169,   0.     ,  -0.     ,
          1.07281,  -0.     ,  -0.00273,  -0.     ,   0.00324],
       [  0.     ,   0.     ,  -0.     ,  -0.     ,   0.00389,  -0.     ,  -0.     ,   0.     ,
         -0.     ,   1.0787 ,  -0.     ,   0.     ,   0.     ],
       [ -0.02656,  -0.01151,   0.     ,   0.00734,  -0.     ,   0.00862,  -0.     ,  -0.     ,
         -0.00273,  -0.     ,   1.17073,  -0.     ,  -0.00232],
       [ -0.     ,  -0.     ,   0.02084,   0.     ,  -0.     ,  -0.     ,   0.0502 ,   0.01797,
         -0.     ,   0.     ,  -0.     ,   1.25907,  -0.     ],
       [ -0.03727,   0.01092,  -0.     ,  -0.01383,   0.     ,   0.02059,   0.     ,   0.     ,
          0.00324,   0.     ,  -0.00232,  -0.     ,   1.66487]])















          

      

      

    

  

    
      
          
            
  


6. CP-HF 方程相关计算

在这一节，我们会了解实数 Restricted Hartree-Fock 参考态下的 CP-HF
方程给的解法；这会作为下一节解决 xDH 型泛函，特别是 XYG3 的 CP-KS
方程的前置学习．通过一阶 CP-HF 方程，我们可以求解 HF 方法的极化率，以及
MP2 方法的偶极矩．


补充说明

通常来说，解旋转矩阵的方程称为 CP 方程，而在 MP2
中解单电子密度的方程称为 Z-Vector 方程．在之后，这两个问题将统称为 CP
方程．

同时，这一节的 CP 方程始终是一阶的．




6.1. 准备工作


6.1.1. 分子计算



In [1]:






# 环境搭建
import psi4
import numpy as np

# 引入 DIIS 模块
import sys
sys.path.append("include")
from DIIS_helper import DIIS_helper

# 简化矩阵输出
np.set_printoptions(8, linewidth=100, suppress=True)

# 输出文件
psi4.set_output_file("output.dat", False)

# 设置内存 0.5 GB
psi4.set_memory(int(5e8))

# 设置分子坐标
mol = psi4.geometry("""
    O  0.000000000000    -0.000000000000    -0.079135765807
    H  0.000000000000     0.707106781187     0.627971015380
    H  0.000000000000    -0.707106781187     0.627971015380
    symmetry c1
""")

# 设置计算选项
psi4.set_options({
    'basis':               '6-31g',
    'scf_type':            'pk',
    'mp2_type':            'conv',
    'e_convergence':        1e-8,
    'd_convergence':        1e-8,
})

# 波函数信息
scf_e, scf_wfn = psi4.energy("HF", molecule=mol, return_wfn=True)

# 验证结果
psi4.compare_values(scf_e, -75.9697009555, 6, 'HF Energy')













        HF Energy.........................................................PASSED








Out[1]:






True










6.1.2. 中间变量



In [2]:






# 电子积分引擎
mints = psi4.core.MintsHelper(scf_wfn.basisset())
# 积分
T = np.asarray(mints.ao_kinetic())  # AO 基组动能积分
V = np.asarray(mints.ao_potential())  # AO 基组电子-核势能积分
eri = np.asarray(mints.ao_eri())  # AO 基组双电子排斥积分

# 数值量
nocc = scf_wfn.nalpha()
nbf = mints.nbf()
nmo = scf_wfn.nmo()
nvir = nmo - nocc









In [3]:






# HF 导出变量
F = np.asarray(scf_wfn.Fa())  # AO 基组 Fock 矩阵
D = np.asarray(scf_wfn.Da())  # AO 基组单电子密度
C = np.asarray(scf_wfn.Ca())  # AO <-> MO 轨道系数 C_{up}
Co = np.asarray(scf_wfn.Ca_subset('AO', 'OCC'))  # 占据轨道系数
Cv = np.asarray(scf_wfn.Ca_subset('AO', 'VIR'))  # 未占轨道系数
e = np.asarray(scf_wfn.epsilon_a())  # 轨道能级
eo = np.asarray(scf_wfn.epsilon_a_subset('AO', 'OCC'))  # 占据轨道能级
ev = np.asarray(scf_wfn.epsilon_a_subset('AO', 'VIR'))  # 未占轨道能级
dip_psi4 = mints.ao_dipole()
dip = np.array([np.asarray(mat) for mat in dip_psi4])  # AO 基组偶极矩积分









In [4]:






# MP2 导出变量
# 轨道能之差的张量 D_{ij}^{ab} -> d[i, a, j, b]
d_ovov = (eo.reshape(-1, 1, 1, 1) - ev.reshape(-1, 1, 1) + eo.reshape(-1, 1) - ev)
# 全 MO 基组 ERI，定义与上一节不同 <pq|rs> = (pr|qs) = g_{pq}^{rs} = g_{rs}^{pq} -> g[p, r, q, s]
g_pqrs = np.einsum("up, vr, uvkl, kq, ls -> prqs", C, C, eri, C, C, optimize=True)
g_ovov = g_pqrs[:nocc, nocc:, :nocc, nocc:]  # <ij|ab> = g_{ij}^{ab}
t_ovov = g_ovov / d_ovov  # 轨道对激发振幅

# 验证 MP2 能量
mp2_corr_my = (t_ovov ** 2 * d_ovov + 0.5 * (t_ovov - t_ovov.swapaxes(1,3)) ** 2 * d_ovov).sum()
psi4.compare_values(mp2_corr_my, -0.1343346885, 6, 'Constructed MP2 Correlation')













        Constructed MP2 Correlation.......................................PASSED








Out[4]:






True












6.2. Hartree-Fock 极化率理论回顾


6.2.1. 记号重新定义

在这里，我们会使用 Yamaguchi
书 [https://www.amazon.com/New-Dimension-Quantum-Chemistry-International/dp/0195070283?SubscriptionId=AKIAIOBINVZYXZQZ2U3A&tag=chimbori05-20&linkCode=xm2&camp=2025&creative=165953&creativeASIN=0195070283]
中的许多结论，但会对其中一些公式中的记号作重新定义．下面的表格是对必要的记号所作的声明．









	意义

	Yamaguchi

	重新定义

	代码调用





	坐标轴

	\(f, g\)

	
	


	电场分量

	\(F, G\)

	\(E_f, E_g\)

	


	偶极分量算符

	\(r_f\)

	\(-f\)

	


	AO 偶极积分

	\(d_{\mu \nu}^f\)

	\(\mu_{\mu \nu}^f\)

	dip[f][u, v]



	任意物理量

	\(a\)

	\(\xi\)

	


	MO ERI

	\((pq \vert rs)\)

	\(g_{pr}^{qs}\)

	g[p, q, r, s]



	
	\(A_{pq,rs}\)

	\(A_{pr}^{qs}\)

	A[p, q, r, s]



	
	\(B_{0,pq}^a\)

	\(B_{pq}^f\)

	B[p, q]



	电荷

	\(e\)

	\(1\)

	





同时，在轨道上，\(i, j, \cdots\)
代表占据轨道，\(a, b, \cdots\)
代表空间轨道；除此之外的大部分记号与 Yamaguchi 书中的保持基本一致．




6.2.2. 偶极矩基础回顾

在上一节中，我们已经计算了 Hartree-Fock
的偶极矩；在这里我们会从梯度的角度作回顾．我们在上一节中，考虑的
Hamiltonian 是电子与原子核之间的：


\begin{equation}
\hat H^\textrm{tot} = \hat H
\end{equation}
而如果现在存在关于外加物理量 \(\xi_1, \xi_2\) 的微扰，则 Hamiltonian
的形式应该更变为


\begin{equation}
\hat H^\textrm{tot} = \hat H + \hat H_{\xi_1}' + \hat H_{\xi_2}' + \hat H_{\xi_1 \xi_1}'' + \hat H_{\xi_2 \xi_2}'' + \hat H_{\xi_1 \xi_2}'' + \cdots
\end{equation}
现在的外加微扰是电场
\(\boldsymbol{E} = (E_x, E_y, E_z)\)，并且暂时忽略其他物理量微扰与高阶微扰，于是可以得到


\begin{equation}
\hat H^\textrm{tot} = \hat H + \hat H_{\boldsymbol{E}}' = \hat F - \boldsymbol{E} \cdot \hat{\boldsymbol{\mu}}
\end{equation}
其中，我们将 Fock 算符 \(\hat F\)
作为主要贡献，其余项作为微扰．其中，


\begin{equation}
\hat{\boldsymbol{\mu}} = (- x, - y, - z)
\end{equation}
之所以取负号，是因为电子本身是原子单位下负一电荷的．由于偶极矩算符只涉及一个电子坐标，因此它是单电子算符．


提示

只考虑外加电场与偶极的 Hamiltonian
算符实际上只有一项算符贡献，并不存在算符上的高阶微扰．我们将来会提到极化率，它是偶极矩对电场的导数，但极化率不反应在算符上，即
\(\nabla_{\boldsymbol{E}} \otimes \hat{\boldsymbol{\mu}} = \boldsymbol{0}\)；而其实反映在能量对电场的梯度上．这之后会详细提及．




提示

这里提及的偶极矩是电子云所产生的偶极；不考虑核电荷产生的偶极，也不考虑因坐标选取不同而产生的偶极大小的变化．但这不会影响极化率，因为极化率是偶极对电场的导数；所有额外产生的相对于波函数变化而呈常数的贡献项在电场的导数下便为零．这会反映在之后的极化率公式中．






6.2.3. Hartree-Fock 偶极矩

对于任意方法所产生的波函数 \(\Psi\) 而言，偶极矩的定义为


\begin{equation}
\boldsymbol{\mu} = - \nabla_{\boldsymbol{E}} \langle \Psi | \hat H^\textrm{tot} | \Psi \rangle
\end{equation}
对于 Hartree-Fock，其波函数所导出的偶极矩定义为


\begin{equation}
\boldsymbol{\mu}^\textsf{HF} = - \nabla_{\boldsymbol{E}} \langle \Psi^\textsf{HF} | \hat H^\textrm{tot} | \Psi^\textsf{HF} \rangle
\end{equation}
或者，我们说上述偶极
\(\boldsymbol{\mu}^\textsf{HF} = (\mu_x^\textsf{HF}, \mu_y^\textsf{HF}, \mu_z^\textsf{HF})\)
在 \(f\) 上的分量为 \(\mu_f^\textsf{HF}\) 为


\begin{equation}
\mu_f^\textsf{HF} = - \partial_{E_f} \langle \Psi^\textsf{HF} | \hat H^\textrm{tot} | \Psi^\textsf{HF} \rangle
\end{equation}
根据 Yamaguchi (17.37) 的直接推论，我们可以得到：


\begin{equation}
\mu_f^\textsf{HF} = 2 \mu^f_{ii} = 2 \mu^f_{\mu \nu} P^\textsf{HF}_{\mu \nu}
\end{equation}
下面的代码就是计算电子云本身所贡献的偶极矩．



In [5]:






# 计算偶极矩
dip_hf = 2 * np.einsum("fuv, uv -> f", dip, D)
dip_hf = dip_hf.round(decimals=6)
dip_hf

# 将结果截断到 6 位小数
dip_hf = dip_hf.round(decimals=6)
dip_hf









Out[5]:






array([ 0.      ,  0.      , -0.049403])










6.2.4. 极化率基础回顾

对于任意方法所产生的波函数 \(\Psi\) 而言，偶极矩的定义为


\begin{equation}
\boldsymbol{\alpha} = \nabla_\boldsymbol{E} \otimes \boldsymbol{\mu} = \nabla_\boldsymbol{E} \otimes \nabla_\boldsymbol{E} \langle \Psi | \hat H^\textrm{tot} | \Psi \rangle
\end{equation}
很自然地，Hartree-Fock 的偶极矩定义为


\begin{equation}
\boldsymbol{\alpha}^\textsf{HF} = \nabla_\boldsymbol{E} \otimes \nabla_\boldsymbol{E} \langle \Psi^\textsf{HF} | \hat H^\textrm{tot} | \Psi^\textsf{HF} \rangle
\end{equation}
或者，等价地，


\begin{equation}
\alpha_{fg}^\textsf{HF} = \partial_{E_f} \partial_{E_g} \langle \Psi^\textsf{HF} | \hat H^\textrm{tot} | \Psi^\textsf{HF} \rangle = \partial_{E_g} \mu_f^\textsf{HF}
\end{equation}
根据 Yamaguchi (17.54) 的结论，Hartree-Fock 的极化率计算公式非常简洁：


\begin{equation}
\alpha_{fg}^\textsf{HF} = -4 U_{ai}^g h_{ai}^f
\end{equation}
但其中 \(U_{ai}^g\)
不太容易计算，也是计算偶极矩中程序复杂、时间消耗量大的部分．它需要通过
CP-HF 方程给出．




6.2.5. CP-HF 方程

CP-HF 方程可以通过对 Fock 矩阵的导数 \(\partial_\xi F_{pq} = 0\)
确定，其非冗余的，即非占-占据部分的反对称旋转矩阵 \(U_{ai}^\xi\) 的
CP-HF 方程根据 Yamaguchi (10.21) 或 (X.1)，形式为


\begin{equation}
(\varepsilon_i - \varepsilon_a) U_{ai}^\xi - A_{ij}^{ab} U_{bj}^\xi = F_{ai}^\xi - \frac{1}{2} S_{ai}^\xi \varepsilon_i - S_{kl}^\xi A_{il}^{ak}
\end{equation}
其中，


\begin{equation}
A_{pr}^{qs} = 4 (pq|rs) - (pr|qs) - (ps|qr) = 4 g_{pr}^{qs} - g_{pq}^{rs} - g_{pq}^{sr}
\end{equation}
对于 CP-HF 方程的右方，常记为 \(B_{ai}^\xi\)．由于对于电场分量
\(\xi = E_g\) 时，由于 \(S_{pq}^g = 0\)，因此 CP-HF
方程的右侧形式大大简化：


\begin{equation}
B_{ai}^g = F_{ai}^g = h_{ai}^g
\end{equation}
故而电场分量 \(E_g\) 的 CP-HF 为


\begin{equation}
(\varepsilon_i - \varepsilon_a) U_{ai}^g - A_{ij}^{ab} U_{bj}^g = h_{ai}^g
\end{equation}





6.3. 偶极的 CP-HF 方程


6.3.1. 直接解法

我们现在关心 CP-HF 方程的左侧．等式左侧可以写为两个张量乘积的形式：


\begin{equation}
- A'{}_{ij}^{ab} U_{bj}^g = h_{ai}^g
\end{equation}
其中，


\begin{equation}
A'{}_{ij}^{ab} = \delta_{ab} \delta_{ij} (\varepsilon_b - \varepsilon_j) + A_{ij}^{ab}
\end{equation}
这就将问题化归为求解线性方程了．

从实现的角度来讲，我们可以更改角标，使得 CP-HF
方程更适合传统线性方程组问题．我们将上述方程写作


\begin{equation}
- A'_{ai, bj} U_{bj}^g = h_{ai}^g
\end{equation}
并且将 \(U_{bj}^g\) 与 \(h_{ai}^g\) 看作向量，把
\(A'_{ai, bj}\) 看作矩阵．这样我们就可以用比较方便的方式写出
\(U_{bj}^g\) 的解析结果：


\begin{equation}
U_{bj}^g = - (A')^{-1}_{bj, ai} h_{ai}^g
\end{equation}
代入偶极矩公式，可以立即得到


\begin{equation}
\alpha_{fg}^\textsf{HF} = -4 U_{ai}^g h_{ai}^f = 4 h_{bj}^g (A')^{-1}_{bj, ai} h_{ai}^f = 4 \mu_{bj}^g (A')^{-1}_{bj, ai} \mu_{ai}^f
\end{equation}
下面我们就计算极化率．首先我们给出 \(\mathbf{A}'\)
张量，并将其四脚标转换为两角标：



In [6]:






# 先给出 A 的形式，角标 pqrs
A = 4 * g_pqrs - np.einsum("prqs -> pqrs", g_pqrs) - np.einsum("psqr -> pqrs", g_pqrs)

# 随后向 A_prime 上加轨道能之差
#   对于 A'_pq^rs，以及 MO 基组下的 Fock 矩阵 Fmo (对角矩阵)
#   delta_rs delta_pq e_s = delta_pq Fmo_rs
#   注意到变量 F 在上面程序中，为 AO 基组，因此 Fmo = C.T @ F @ C
#   delta 函数用单元矩阵的生成函数 numpy.eye 就可以做
A_prime = A + np.einsum("pq, rs -> prqs", np.eye(F.shape[0]), C.T @ F @ C)
#   delta_rs delta_pq e_q = delta_rs Fmo_pq
A_prime -= np.einsum("pq, rs -> prqs", C.T @ F @ C, np.eye(F.shape[0]))

# 随后，因为我们关心的是 ijab 而非 pqrs，我们取出这个矩阵的 ijab 的部分 (A_prime[i, a, j, b])
A_prime = A_prime[:nocc, nocc:, :nocc, nocc:]

# 最后，我们将矩阵压平到二维矩阵，从而允许矩阵的求逆
# 在压平前，我们需要注意到我们需要把 A_prime[i, a, j, b] -> A_prime[ai, jb]
#   占据与非占轨道的顺序刚好反了一下，因此需要先转置矩阵
A_prime = A_prime.transpose(1,0,3,2)
A_prime = A_prime.reshape(nocc * nvir, nocc * nvir)







其次，我们给出 MO 基组下的单电子矩阵的导数
\(\boldsymbol{\mu}^f\)，并将其压到一维向量
(\(\boldsymbol{\mu}^g\) 是相同的)：



In [7]:






# dip 是原子轨道基组下的偶极积分，需要转为分子轨道
# 同时需要知道，我们只需要非占-占据部分即可
dip_mo = [None] * 3
for f in range(3):
    dip_mo[f] = (Cv.T @ dip[f] @ Co).ravel()
dip_mo = np.array(dip_mo)







最后简单代入
\(\alpha_{fg}^\textsf{HF} = 4 \mu_{bj}^g (A')^{-1}_{bj, ai} \mu_{ai}^f\)
即可．



In [8]:






alpha_hf = 4 * np.einsum("gp, pq, fq -> fg", dip_mo, np.linalg.inv(A_prime), dip_mo)
# 截断到第六位小数的偶极矩
alpha_hf.round(decimals=6)









Out[8]:






array([[ 1.32196 , -0.      , -0.      ],
       [-0.      ,  7.086627, -0.      ],
       [-0.      , -0.      ,  6.05264 ]])










6.3.2. 自洽迭代与 DIIS 迭代解法

上面的 CP-HF
直接解法的好处是程序化比较方便，公式表达也比较直观；但缺点是计算消耗量大，涉及到矩阵求逆；同时，需要储存四脚标的
\(\mathbf{A}'\)
张量．尽管我们在直接解法里可以通过求解线性方程组问题来避免矩阵求逆，但四脚标张量的存储仍然是不可避免的；这仍然无法满足
CP-HF 实际应用的需求．因此，下面简单介绍 CP-HF 方程的迭代求解方法．

我们知道 CP-HF 方程写为


\begin{equation}
(\varepsilon_i - \varepsilon_a) U_{ai}^g - A_{ij}^{ab} U_{bj}^g = h_{ai}^g
\end{equation}
那么其形式可以变为


\begin{equation}
U_{ai}^g = \frac{1}{\varepsilon_i - \varepsilon_a} \left( A_{ij}^{ab} U_{bj}^g + h_{ai}^g \right) = \frac{1}{\varepsilon_i - \varepsilon_a} \left( A_{ij}^{ab} U_{bj}^g - \mu_{ai}^g \right)
\end{equation}
这就成为一个迭代方程了．乍一看我们仍然需要
\(A_{ij}^{ab}\)，但实际上并不需要显式地写出该变量．我们知道
\(A_{ij}^{ab}\) 是由 ERI 构成的，那么就应当可以通过 JK 引擎给出
\(A_{ij}^{ab} U_{bj}^g\) 的值．回顾 JK 积分的定义：


\begin{align}
    J_{\mu \nu} [D_{\mu \nu}] &= (\mu \nu | \kappa \lambda) C_{\kappa i}^\mathrm{left} C_{\lambda i}^\mathrm{right} \\
    K_{\mu \nu} [D_{\mu \nu}] &= (\mu \kappa | \nu \lambda) C_{\kappa i}^\mathrm{left} C_{\lambda i}^\mathrm{right}
\end{align}
同时注意到，实际上
\(D_{\mu \nu} = C_{\kappa i}^\mathrm{left} C_{\lambda i}^\mathrm{right}\)
就是求广义上的 Coulomb、Exchange
积分时所需要代入的密度；这个密度也是广义的．在当前的 CP-HF
方程中，我们可以将这个密度定为


\begin{equation}
D_{\mu \nu} = C_{\mu b} U_{bj}^g C_{\nu j}
\end{equation}
那么我们在调用这个引擎的时候，只需要定义左右矢为


\begin{align}
C_{\kappa b}^\mathrm{left} &= C_{\kappa b} \\
C_{\lambda b}^\mathrm{right} &= U_{bj}^g C_{\lambda j}
\end{align}
那么，最终 \(A_{ij}^{ab} U_{bj}^g\) 的结果则为


\begin{align}
A_{ij}^{ab} U_{bj} &= (4 g_{ij}^{ab} - g_{ia}^{jb} - g_{ia}^{bj}) U_{bj}^g \\
&= C_{\mu i} C_{\nu a} \big(
4 (\mu \nu | \lambda \kappa) - (\mu \lambda | \nu \kappa) - (\mu \kappa | \nu \lambda)
\big) C_{\kappa b} U_{bj}^g C_{\lambda j} \\
&= C_{\mu i} C_{\nu a} (4 J_{\mu \nu} [D_{\mu \nu}] - K_{\nu \mu} [D_{\mu \nu}] - K_{\mu \nu} [D_{\mu \nu}])
\end{align}
下面我们就进行迭代计算的程序实现．首先，我们需要初始化 JK 引擎，并给出
\(\varepsilon_i - \varepsilon_a\) 矩阵：



In [9]:






# JK 引擎初始化
jk = psi4.core.JK.build(scf_wfn.basisset())
jk.initialize()

# 定义左矢为 Cv，右矢为空矩阵
# 我们将来可以通过更改底层数据来改变右矢，这里只是声明而已
C_right_list = []
for g in range(3):
    jk.C_left_add(psi4.core.Matrix.from_array(Cv))
    mat = psi4.core.Matrix(nbf, nvir)
    C_right_list.append(np.asarray(mat))
    jk.C_right_add(mat)

# dvo_ai = e_i - e_a
d_vo = - ev.reshape(-1, 1) + eo







随后我们构建初猜，并建立迭代所需要的旧矩阵．初猜的构建方式即


\begin{equation}
- (\varepsilon_i - \varepsilon_a)^{-1} \mu_{ai}^g = - (\varepsilon_i - \varepsilon_a)^{-1} \mu_{\mu \nu}^g C_{\mu a} C_{\nu i}
\end{equation}


In [10]:






# 分子轨道下的偶极矩矩阵
dip_vo = np.einsum("guv, ua, vi -> gai", dip, Cv, Co, optimize=True)
# 初猜
U = - dip_vo / d_vo
# 旧矩阵
U_old = np.copy(U)







我们可以使用 DIIS 加速迭代．这使用了 Psi4NumPy
中的代码 [https://github.com/psi4/psi4numpy/blob/master/Self-Consistent-Field/helper_HF.py]．在目前这个例子中，如果使用
DIIS 加速，则 11 次迭代后收敛；若使用普通自洽收敛，则 38
次迭代后收敛．这里不详细叙述 DIIS 迭代原理．



In [11]:






USE_DIIS = True
diis = []
if USE_DIIS:
    for _ in range(3):
        diis.append(DIIS_helper())







随后我们就可以进行迭代计算了．迭代的收敛方式是初猜与旧矩阵之间的差模小于一定阈值．



In [12]:






%%time
# 给定最大迭代次数与收敛限
MAX_ITER = 100
CONV = 1.e-8

for it in range(1, MAX_ITER + 1):
    # 首先更新 JK 引擎的右矢为 U_bj C_lj -> Cright_bl
    # 这里用到使用列表、以及使用 [:] 进行向量视图数据替换的技巧
    for g in range(3):
        C_right_list[g][:] = Co @ U[g].T

    # 随后计算 J[D]、K[D] 积分，并且将它们储存为临时变量
    # 这之后的计算都假定在同一个坐标取向 g 下进行
    jk.compute()
    for g in range(3):
        J = np.asarray(jk.J()[g])
        K = np.asarray(jk.K()[g])

        # 可以更新 U 矩阵了
        # Unew_ai^g = [ C_ui C_va (4 * JD_uv - KD_vu - KD_uv) - mu_ai^g ] / (e_i - e_a)
        U[g] = Cv.T @ (4 * J - K.T - K) @ Co - dip_vo[g]
        U[g] /= d_vo

    # 若使用了 DIIS 加速，则执行下述插值
    if USE_DIIS:
        for g in range(3):
            diis[g].add(U[g], U[g] - U_old[g])
            U[g] = diis[g].extrapolate()

    # 检查收敛情况
    rms = np.linalg.norm(U - U_old)
    # print('CPHF Iteration {:3d}: RMS = {:14.10f}'.format(it, rms))

    # 判断是否收敛
    if (rms < CONV):
        print("CPHF Converged in {:3d} iterations!".format(it))
        break
    else:
        U_old = np.copy(U)













CPHF Converged in  11 iterations!
CPU times: user 16 ms, sys: 361 µs, total: 16.4 ms
Wall time: 15.4 ms






最终的结果只要简单地代入
\(\alpha_{fg}^\textsf{HF} = -4 U_{ai}^g h_{ai}^f = 4 U_{ai}^g \mu_{ai}^f\)
即可．



In [13]:






alpha_hf = np.einsum("gai, fai -> fg", U, dip_vo) * 4
alpha_hf.round(decimals=6)









Out[13]:






array([[ 1.32196 , -0.      , -0.      ],
       [-0.      ,  7.086627, -0.      ],
       [-0.      , -0.      ,  6.05264 ]])












6.4. MP2 偶极矩理论回顾


6.4.1. MP2 偶极矩公式

回顾上面对偶极矩的叙述，MP2 的偶极矩应该定义为


\begin{equation}
\boldsymbol{\mu}^\textsf{MP2} = - \nabla_{\boldsymbol{E}} E^\textsf{MP2} = \boldsymbol{\mu}^\textsf{HF} + \boldsymbol{\mu}^{(2)} = \boldsymbol{\mu}^\textsf{HF} - \nabla_{\boldsymbol{E}} \langle \Psi^\textsf{HF} | \hat H^\textrm{tot} | \Psi^{(2)} \rangle
\end{equation}
但其偶极矩不能简单地通过波函数作用在偶极算符上直接给出，而需要仔细地对
MP2 相关能进行导数计算．关于这部分的详细推导，见 Aikens, et
al. 2003 [https://dx.doi.org/10.1007/s00214-003-0453-3]．在这里只列出重要的结论．

对于偶极矩，即电场导数而言，许多能量导数中的项为零；因此，MP2
相关能部分对偶极矩的贡献可以写为简单的弛豫密度
\(\mathbf{P}^\textsf{(2)}\) 与 AO 基组偶极矩矩阵的乘积：


\begin{equation}
\mu_f^{(2)} = 2 P_{\mu \nu}^{(2)} \mu_{\mu \nu}^f
\end{equation}
因此，弛豫密度 \(\mathbf{P}^{(2)}\) 的确定将是后面的重点．




6.4.2. 弛豫密度的拆分

现在我们所讨论的弛豫密度会在分子轨道基组下．其与原子轨道基组的转换是非常显然的：


\begin{equation}
P_{\mu \nu}^{(2)} = C_{\mu p} P_{pq}^{(2)} C_{\nu q}
\end{equation}
分子轨道基组分为占据与非占据的部分：


\begin{equation}
P_{pq}^{(2)} =
\begin{pmatrix}
P_{ij}^{(2)} & P_{ia}^{(2)} \\
P_{ai}^{(2)} & P_{ab}^{(2)}
\end{pmatrix}
\end{equation}
其中，占据-占据部分与非占-非占部分的结果可以立即得到，但非占-占据部分的结果不是很显然．我们先把占据-占据与非占-非占部分的结果书写如下
(Aikens, eq.144-145，但这里定义的密度是 \(\alpha\) 或 \(\beta\)
自旋密度，并不是两者之和，因此会少两倍；后面的矩阵同样如此)：


\begin{align}
P_{ij}^{(2)} &= - T_{ik}^{ab} t_{jk}^{ab} \\
P_{ab}^{(2)} &= T_{ij}^{ac} t_{ij}^{bc}
\end{align}
其中引入了新的符号 \(T_{ij}^{ab}\)，它代表的是闭壳层下的简写张量：


\begin{equation}
T_{ij}^{ab} = 2 t_{ij}^{ab} - t_{ij}^{ba} = t_{ij}^{ab} + \bar t_{ij}^{ab}
\end{equation}
我们将这两个弛豫密度的部分写到代码中．



In [14]:






# 定义闭壳层的 T 张量
T_ovov = 2 * t_ovov - t_ovov.swapaxes(1,3)









In [15]:






# 占据-占据弛豫密度
P2_oo = - np.einsum("iakb, jakb -> ij", T_ovov, t_ovov)
# 非占-非占弛豫密度
P2_vv = np.einsum("iajc, ibjc -> ab", T_ovov, t_ovov)










6.4.3. 非占-占据部分弛豫密度

这部分的弛豫密度是通过 CP-HF 方程给出的 (Aikens, eq.163)：


\begin{equation}
(\varepsilon_i - \varepsilon_a) P_{ai}^{(2)} - A_{ij}^{ab} P_{bj}^{(2)} = L_{ai}
\end{equation}
该 CP-HF 方程与上面求 Hartree-Fock 极化率所使用的 CP-HF
方程的解法是相同的，只是其中的旋转矩阵变为了占据-非占部分弛豫密度，响应量变为了拉格朗日量．拉格朗日量的定义为
(Aikens, eq.159)


\begin{equation}
L_{ai} = \frac{1}{2} P_{jk}^{(2)} A_{aj}^{ik} + \frac{1}{2} P_{bc}^{(2)} A_{ab}^{ic} - T_{jk}^{ab} g_{ib}^{jk} + T_{ij}^{bc} g_{aj}^{bc}
\end{equation}
我们先写出 MP2 的拉格朗日矩阵量：



In [16]:






L_vo = 0.5 * np.einsum("jk, aijk -> ai", P2_oo, A[nocc:, :nocc, :nocc, :nocc])
L_vo += 0.5 * np.einsum("bc, aibc -> ai", P2_vv, A[nocc:, :nocc, nocc:, nocc:])
L_vo += - np.einsum("jakb, ijbk -> ai", T_ovov, g_pqrs[:nocc, :nocc, nocc:, :nocc])
L_vo += np.einsum("ibjc, abjc -> ai", T_ovov, g_pqrs[nocc:, nocc:, :nocc, nocc:])










6.4.4. CP-HF 方程求解与最终弛豫密度

仿照刚才的过程，我们很快就能得到 MP2 的弛豫密度的非占-占据部分，进而整个
MP2 弛豫密度：



In [17]:






# JK 引擎
jk = psi4.core.JK.build(scf_wfn.basisset())
jk.initialize()
jk.C_left_add(psi4.core.Matrix.from_array(Cv))
mat = psi4.core.Matrix(nbf, nvir)
C_right = np.asarray(mat)
jk.C_right_add(mat)









In [18]:






# 初猜与收敛设定
d_vo = - ev.reshape(-1, 1) + eo
P2_vo = L_vo / d_vo
P2_vo_old = np.copy(P2_vo)
USE_DIIS = True
diis = []
if USE_DIIS:
    diis = DIIS_helper()
MAX_ITER = 100
CONV = 1.e-8









In [19]:






# CP-HF 方程
for it in range(1, MAX_ITER + 1):
    C_right[:] = Co @ P2_vo.T
    jk.compute()
    J = np.asarray(jk.J()[0])
    K = np.asarray(jk.K()[0])
    P2_vo = Cv.T @ (4 * J - K.T - K) @ Co + L_vo
    P2_vo /= d_vo

    # 若使用了 DIIS 加速，则执行下述插值
    if USE_DIIS:
        diis.add(P2_vo, P2_vo - P2_vo_old)
        P2_vo = diis.extrapolate()

    # 检查收敛情况
    rms = np.linalg.norm(P2_vo - P2_vo_old)
    # print('CPHF Iteration {:3d}: RMS = {:14.10f}'.format(it, rms))

    # 判断是否收敛
    if (rms < CONV):
        print("CPHF Converged in {:3d} iterations!".format(it))
        break
    else:
        P2_vo_old = np.copy(P2_vo)













CPHF Converged in  10 iterations!






我们就最终获得了弛豫密度 \(P_{pq}^{(2)}\)．将它在代码中实现：



In [20]:






P2_pq = np.block([
    [P2_oo, P2_vo.T],
    [P2_vo, P2_vv]
])







其在 AO 基组下的结果就为



In [21]:






P2 = C @ P2_pq @ C.T










6.4.5. 自然轨道占据数

我们可以拿 MO 基组下的弛豫密度简单地作 MP2
的自然轨道．自然轨道相对于分子轨道的占据数与系数可以通过对角化同时求出：



In [22]:






# 定义自洽场密度
D_pq = np.zeros_like(D)
for i in range(5):
    D_pq[i, i] = 1
# 对自洽场密度与弛豫密度的和进行对角化
no_occ, no_coef = np.linalg.eigh(P2_pq + D_pq)
# 从而得到自然轨道的占据数
no_occ[::-1] * 2









Out[22]:






array([1.999957  , 1.99015143, 1.98160379, 1.97443089, 1.97182765, 0.02646937, 0.02370363,
       0.01771884, 0.00974191, 0.00262307, 0.00142795, 0.00023002, 0.00011445])










6.4.6. MP2 相关能对偶极矩的贡献

得到弛豫密度后，简单地代入 MP2 偶极矩公式即可．


\begin{equation}
\mu_f^{(2)} = 2 P_{\mu \nu}^{(2)} \mu_{\mu \nu}^f
\end{equation}


In [23]:






# 计算偶极矩
dip_mp2 = 2 * np.einsum("fuv, uv -> f", dip, P2)
dip_mp2 = dip_mp2.round(decimals=6)
dip_mp2

# 将结果截断到 6 位小数
dip_mp2 = dip_mp2.round(decimals=6)
dip_mp2









Out[23]:






array([-0.     , -0.     , -0.05608])







我们可以将 \(E_z\) 分量的 MP2 相关能偶极贡献与 Gaussian
的输出结果进行比对．Gaussian 输入卡 HF,
MP2



In [24]:






psi4.compare_values(dip_mp2[2], 1.0715445 - 1.1276241, 6, 'MP2 corr Dipole')













        MP2 corr Dipole...................................................PASSED








Out[24]:






True















          

      

      

    

  

    
      
          
            
  


7. XYG3 的 CP-KS 方程计算相关

通过上一节，我们基本了解了 CP-HF 方程的实际代码过程．这一节，我们会引入
DFT 的内容，首先对 B3LYP 的极化率作说明，以了解 CP-KS
方程的具体解法；随后对 XYG3 的极化率作叙述，以了解 XYG3
电场下的梯度计算流程．


7.1. 准备工作


7.1.1. 分子计算



In [1]:






# 环境搭建
import psi4
import numpy as np

# 引入 DIIS 模块
import sys
sys.path.append("include")
from DIIS_helper import DIIS_helper

# 简化矩阵输出
np.set_printoptions(8, linewidth=100, suppress=True)

# 输出文件
psi4.set_output_file("output.dat", False)

# 设置内存 0.5 GB
psi4.set_memory(int(5e8))

# 设置分子坐标
mol = psi4.geometry("""
    O  0.000000000000    -0.000000000000    -0.079135765807
    H  0.000000000000     0.707106781187     0.627971015380
    H  0.000000000000    -0.707106781187     0.627971015380
    symmetry c1
""")

# 设置计算选项
psi4.set_options({
    'basis':               '6-31g',
    'scf_type':            'pk',
    'mp2_type':            'conv',
    'e_convergence':        1e-8,
    'd_convergence':        1e-8,
    'dft_spherical_points': 590,
    'dft_radial_points':    99,
})

# 波函数信息
scf_e, scf_wfn = psi4.energy("B3LYP", molecule=mol, return_wfn=True)

# 验证结果
psi4.compare_values(scf_e, -76.3771828949, 6, 'B3LYP Energy')













        B3LYP Energy......................................................PASSED








Out[1]:






True










7.1.2. 中间变量



In [2]:






# 电子积分引擎
mints = psi4.core.MintsHelper(scf_wfn.basisset())
# 积分
T = np.asarray(mints.ao_kinetic())  # AO 基组动能积分
V = np.asarray(mints.ao_potential())  # AO 基组电子-核势能积分
eri = np.asarray(mints.ao_eri())  # AO 基组双电子排斥积分

# DFT 积分引擎
V_pot = scf_wfn.V_potential()  # DFT 积分引擎

# 数值量
nocc = scf_wfn.nalpha()
nbf = mints.nbf()
nmo = scf_wfn.nmo()
nvir = nmo - nocc









In [3]:






# B3LYP 导出变量
F = np.asarray(scf_wfn.Fa())  # AO 基组 Fock 矩阵
D = np.asarray(scf_wfn.Da())  # AO 基组单电子密度
C = np.asarray(scf_wfn.Ca())  # AO <-> MO 轨道系数 C_{up}
Co = np.asarray(scf_wfn.Ca_subset('AO', 'OCC'))  # 占据轨道系数
Cv = np.asarray(scf_wfn.Ca_subset('AO', 'VIR'))  # 未占轨道系数
e = np.asarray(scf_wfn.epsilon_a())  # 轨道能级
eo = np.asarray(scf_wfn.epsilon_a_subset('AO', 'OCC'))  # 占据轨道能级
ev = np.asarray(scf_wfn.epsilon_a_subset('AO', 'VIR'))  # 未占轨道能级
dip_psi4 = mints.ao_dipole()
dip = np.array([np.asarray(mat) for mat in dip_psi4])  # AO 基组偶极矩积分
dip_vo = np.einsum("guv, ua, vi -> gai", dip, Cv, Co, optimize=True)  # 分子轨道 ai 的偶极矩积分









In [4]:






# PT2 导出变量
# 轨道能之差的张量 D_{ij}^{ab} -> d[i, a, j, b]
d_ovov = (eo.reshape(-1, 1, 1, 1) - ev.reshape(-1, 1, 1) + eo.reshape(-1, 1) - ev)
# 轨道能之差 D_i^a -> d_vo[a, i]
d_vo = - ev.reshape(-1, 1) + eo
# 全 MO 基组 ERI <pq|rs> = (pr|qs) = g_{pq}^{rs} = g_{rs}^{pq} -> g[p, r, q, s]
g_pqrs = np.einsum("up, vr, uvkl, kq, ls -> prqs", C, C, eri, C, C, optimize=True)
g_ovov = g_pqrs[:nocc, nocc:, :nocc, nocc:]  # <ij|ab> = g_{ij}^{ab}
t_ovov = g_ovov / d_ovov  # 轨道对激发振幅










7.1.3. XYG3 非自洽泛函有关准备



In [5]:






# 定义 XYG3 非自洽泛函
def build_xyg3_nc_superfunctional(name, npoints, deriv, restricted):

    sup = psi4.core.SuperFunctional.blank()
    sup.set_name('XYG3NC')
    sup.set_description('    XYG3 Non-Consistent Functional without MP2 Part\n')

    lda_x = psi4.core.LibXCFunctional("XC_LDA_X", restricted)
    lda_x.set_alpha(-0.0140)
    sup.add_x_functional(lda_x)

    gga_x = psi4.core.LibXCFunctional("XC_GGA_X_B88", restricted)
    gga_x.set_alpha(0.2107)
    sup.add_x_functional(gga_x)

    lyp_c = psi4.core.LibXCFunctional("XC_GGA_C_LYP", restricted)
    lyp_c.set_alpha(0.6789)
    sup.add_c_functional(lyp_c)

    sup.set_x_alpha(0.8033)

    return sup

# 计算 XYG3 能量
nscf_e, nscf_wfn = psi4.energy("SCF", dft_functional=build_xyg3_nc_superfunctional, return_wfn=True)
# 非自洽部分 DFT 积分引擎
Vn_pot = nscf_wfn.V_potential()









In [6]:






# XYG3 非自洽 Fock 矩阵
Vn = psi4.core.Matrix(nbf, nbf)
Vn_pot.set_D([scf_wfn.Da()])
Vn_pot.compute_V([Vn])
Fn = T + V
Fn += 2 * np.einsum("uvkl, kl -> uv", eri, D)
Fn -= 0.8033 * np.einsum("ukvl, kl -> uv", eri, D)
Fn += Vn
Fn_pq = C.T @ Fn @ C










7.1.4. CP-KS 方程变量



In [7]:






diis = None
USE_DIIS = True
if USE_DIIS:
    diis = DIIS_helper()
MAX_ITER = 100
CONV = 1.e-8












7.2. B3LYP 极化率

B3LYP 所涉及到的 CP-KS 方程与 CP-HF 唯一的不同是在四脚标张量
\(\textbf{A}\) 中存在 DFT 所特有的响应张量
\(\textbf{G}\)；\(\textbf{G}\) 相当于 DFT
势函数的导数，或者说 DFT Kernel 的二阶导数．我们通过构建张量
\(\textbf{A}\) 的过程来了解张量 \(\textbf{G}\) 的实际应用方式．

我们知道，在 HF 方法中，可以使用直接 CP-HF
方法，也可以使用迭代法求解．在 CP-KS 方程中，一般不直接导出
\(\mathbf{G}\) 张量，因此这里始终会使用迭代法求解．迭代求解 B3LYP
极化率所需要的旋转矩阵 \(U_{ai}^g\) 的公式是


\begin{equation}
U_{ai}^g = \frac{1}{\varepsilon_i - \varepsilon_a} \left( A_{ij}^{ab} U_{bj}^g - \mu_{ai}^g \right)
\end{equation}
其中，\(A_{ij}^{ab}\) 的形式比 Hartree-Fock 下多了响应张量
\(G_{ij}^{ab}\)，并且要在 Exchange 积分贡献上乘上 B3LYP
泛函所指定的 Hartree-Fock 型 Exchange 贡献的系数 \(c_\mathrm{x}\)
(对于 B3LYP 来说 \(c_\mathrm{x} = 0.2\))：


\begin{equation}
A_{pr}^{qs} = 4 (pq|rs) - c_\mathrm{x} (pr|qs) - c_\mathrm{x} (ps|qr) + 4 G_{pr}^{qs}
\end{equation}
在迭代求解的过程中，我们不需要真正地使用四脚标的张量，因此得到下述的表达式：


\begin{equation}
A_{ij}^{ab} U_{bj} = C_{\mu i} C_{\nu a} (4 J_{\mu \nu} [D_{\mu \nu}] - c_\mathrm{x} K_{\nu \mu} [D_{\mu \nu}] - c_\mathrm{x} K_{\mu \nu} [D_{\mu \nu}] + 4 G_{\mu \nu}[D_{\mu \nu}])
\end{equation}
其中，上述的广义密度定义为


\begin{equation}
D_{\mu \nu} = C_{\mu b} U_{bj}^g C_{\nu j}
\end{equation}
上述的广义密度在实际应用中，可以由 psi4.core.JK.D 方法给出；而
\(G_{\mu \nu}[D_{\mu \nu}]\) 则可以由 DFT 积分引擎的
psi4.core.VBase.compute_Vx
在代入广义密度的情况下给出．下面我们就进行 CP-KS 方程的求解．似乎在 Psi4
中，DFT 积分的耗时比较多，所以下述代码的执行需要花一些时间．



In [8]:






# JK 引擎初始化
jk = psi4.core.JK.build(scf_wfn.basisset())
jk.initialize()

# 定义左矢为 Cv，右矢为空矩阵
C_right_list = []
for g in range(3):
    jk.C_left_add(psi4.core.Matrix.from_array(Cv))
    mat = psi4.core.Matrix(nbf, nvir)
    C_right_list.append(np.asarray(mat))
    jk.C_right_add(mat)









In [9]:






# 初猜
U = - dip_vo / d_vo
# 旧矩阵
U_old = np.copy(U)
# DIIS 初始化
diis = []
if USE_DIIS:
    for _ in range(3):
        diis.append(DIIS_helper())









In [10]:






%%time
for it in range(1, MAX_ITER + 1):
    # 更新 JK 引擎的右矢为 U_bj C_lj
    for g in range(3):
        C_right_list[g][:] = Co @ U[g].T

    # 计算 J[D]、K[D] 积分
    jk.compute()
    for g in range(3):
        J = np.asarray(jk.J()[g])
        K = np.asarray(jk.K()[g])

        # 构建 DFT 的 G 响应
        Vx = psi4.core.Matrix(nbf, nbf)  # 空矩阵储存 G 响应
        D_jk = jk.D()[g]  # 相当于 Cv @ U[g] @ Co.T
        V_pot.compute_Vx([D_jk], [Vx])  # 计算 G 响应到 Vx 矩阵中
        Vx = np.asarray(Vx)  # 转换为 NumPy 矩阵

        # 可以更新 U 矩阵了
        # Unew_ai^g = [ C_ui C_va (4 * JD_uv - cx KD_vu - cx KD_uv + 4 GD_uv) - mu_ai^g ] / (e_i - e_a)
        U[g] = Cv.T @ (4 * J - 0.2 * K.T - 0.2 * K + 4 * Vx) @ Co - dip_vo[g]
        U[g] /= d_vo

    # 若使用了 DIIS 加速，则执行下述插值
    if USE_DIIS:
        for g in range(3):
            diis[g].add(U[g], U[g] - U_old[g])
            U[g] = diis[g].extrapolate()

    # 检查收敛情况
    rms = np.linalg.norm(U - U_old)
    # print('CPHF Iteration {:3d}: RMS = {:14.10f}'.format(it, rms))

    # 判断是否收敛
    if (rms < CONV):
        print("CPHF Converged in {:3d} iterations!".format(it))
        break
    else:
        U_old = np.copy(U)













CPHF Converged in  12 iterations!
CPU times: user 16.5 s, sys: 556 ms, total: 17 s
Wall time: 17 s






由此，我们可以给出 B3LYP 的极化率张量：



In [11]:






alpha_b3lyp = np.einsum("gai, fai -> fg", U, dip_vo) * 4
alpha_b3lyp.round(decimals=6)









Out[11]:






array([[ 1.414654, -0.      ,  0.      ],
       [-0.      ,  7.259427, -0.      ],
       [-0.      , -0.      ,  6.452491]])







不过上述的计算结果可能无法很好地与 Guassian
的结果对上，并且差距相当可观．Gaussian
输入卡：B3LYP



In [12]:






alpha_b3lyp_gaussian = np.array([1.4146668, 7.2595695, 6.4526498])
(np.diag(alpha_b3lyp) - alpha_b3lyp_gaussian).round(decimals=7)









Out[12]:






array([-0.0000132, -0.0001426, -0.0001585])







这可能与格点积分的选取有很大的关系．下面是在 Gaussian
中更改格点的精度所产生的 B3LYP
的极化率，不同格点精度的极化率的差基本上与上面的误差的数量级相同．因此，我们认为我们还是基本重复出了
B3LYP 的极化率．



In [13]:






print("Grid UltraFine -      Fine: ",
      np.array([1.4146668, 7.2595695, 6.4526498]) - np.array([1.4146945, 7.2598606, 6.4524672]))
print("Grid SuperFine - UltraFine: ",
      np.array([1.414654, 7.2595522, 6.4525927]) - np.array([1.4146668, 7.2595695, 6.4526498]))













Grid UltraFine -      Fine:  [-0.0000277 -0.0002911  0.0001826]
Grid SuperFine - UltraFine:  [-0.0000128 -0.0000173 -0.0000571]









7.3. XYG3 偶极矩与自然轨道


提示

之后会约定，在符号右上标 \(\mathrm{s}\) 的为自洽场泛函 (XYG3
中则表示 B3LYP)，而上标 \(\mathrm{n}\) 的则为非自洽场泛函 (XYG3
中则表示其自身)．

在后文中，会不加说明地代入 XYG3 的 Hartree-Fock 型 Exchange 积分缩放系数
\(c_\mathrm{x}^\mathrm{n} = 0.8033\) 与 B3LYP 型的
\(c_\mathrm{x}^\mathrm{s} = 0.2\)，以及 XYG3 的 MP2 型 Correlation
积分缩放系数 \(c_\mathrm{c}^\mathrm{n} = 0.3211\)．



XYG3 的偶极矩求取方式与 MP2 非常类似，区别在于 CP-HF 方程更变为 CP-KS
方程，以及 MP2 拉格朗日矩阵更变为 XYG3 拉格朗日矩阵．由于 CP-KS
方程的导出前提是 \(\partial_\xi F_{pq}^\mathrm{s} = 0\)，因此 XYG3
的 CP-KS
方程形式没有变化；但拉格朗日矩阵的导出则是从能量的梯度所产生的，因此其形式与
MP2 会有所不同．


7.3.1. XYG3 拉格朗日矩阵的构建

首先，我们写出 XYG3 拉格朗日量：


\begin{equation}
L_{ai}^\mathrm{n} = \frac{1}{2} P_{jk}^{(2)} A^\mathrm{s,}{}_{aj}^{ik} + \frac{1}{2} P_{bc}^{(2)} A^\mathrm{s,}{}_{ab}^{ic} - c_\mathrm{c}^\mathrm{n} T_{jk}^{ab} g_{ib}^{jk} + c_\mathrm{c}^\mathrm{n}  T_{ij}^{bc} g_{aj}^{bc} + F_{ai}^\mathrm{n}
\end{equation}
为了程序书写上的简便，并且区分 DFT 和与 MP2
拉格朗日矩阵类似的项区分开，我们定义张量


\begin{equation}
a_{pr}^{qs} = 4 (pq|rs) - c_\mathrm{x} (pr|qs) - c_\mathrm{x} (ps|qr) = A^\mathrm{s,}{}_{pr}^{qs} - 4 G^\mathrm{s,}{}_{pr}^{qs}
\end{equation}
同时定义弛豫密度的部分贡献


\begin{equation}
p_{pq}^{(2)} = \left\{
\begin{matrix}
P_{ij}^{(2)} = - c_\mathrm{c}^\mathrm{n} T_{ik}^{ab} t_{jk}^{ab}, & p = i \text{ and } q = j \\
P_{ab}^{(2)} = c_\mathrm{c}^\mathrm{n} T_{ij}^{ac} t_{ij}^{bc}, & p = a \text{ and } q = b \\
0, & \text{otherwise}
\end{matrix}
\right.
\end{equation}
那么我们可以重新写拉格朗日量为


\begin{equation}
L_{ai}^\mathrm{n} = \frac{1}{2} p_{pq}^{(2)} a_{ap}^{iq} - c_\mathrm{c}^\mathrm{n} T_{jk}^{ab} g_{ib}^{jk} + c_\mathrm{c}^\mathrm{n} T_{ij}^{bc} g_{aj}^{bc} + 2 G_{ai}^\mathrm{s} [p_{pq}^{(2)}] + F_{ai}^\mathrm{n}
\end{equation}
我们首先构造张量 \(a_{pr}^{qs}\) 与弛豫密度部分贡献
\(p_{pq}^{(2)}\)：



In [14]:






T_ovov = 2 * t_ovov - t_ovov.swapaxes(1,3)  # 闭壳层的 T 张量
P2_oo = - 0.3211 * np.einsum("iakb, jakb -> ij", T_ovov, t_ovov)  # 占据-占据弛豫密度
P2_vv = 0.3211 * np.einsum("iajc, ibjc -> ab", T_ovov, t_ovov)  # 非占-非占弛豫密度
p2_pq = np.block([
    [P2_oo, np.zeros((nocc, nvir))],
    [np.zeros((nvir, nocc)), P2_vv],
])  # 弛豫密度部分贡献
# A 张量的非 DFT 贡献
a = 4 * g_pqrs - 0.2 * np.einsum("prqs -> pqrs", g_pqrs) - 0.2 * np.einsum("psqr -> pqrs", g_pqrs)







随后就可以构建 \(L_{ai}^\mathrm{n}\) 了：



In [15]:






# 第一段：非 DFT 贡献
L_vo = 0.5 * np.einsum("pq, aipq -> ai", p2_pq, a[nocc:, :nocc, :, :])
L_vo += - 0.3211 * np.einsum("jakb, ijbk -> ai", T_ovov, g_pqrs[:nocc, :nocc, nocc:, :nocc])
L_vo += 0.3211 * np.einsum("ibjc, abjc -> ai", T_ovov, g_pqrs[nocc:, nocc:, :nocc, nocc:])
# 第二段：DFT 贡献
Gs_vo = psi4.core.Matrix(nbf, nbf)
V_pot.compute_Vx([psi4.core.Matrix.from_array(C @ p2_pq @ C.T)], [Gs_vo])
L_vo += 2 * Cv.T @ Gs_vo @ Co
# 第三段：非自洽 Fock 矩阵
L_vo += Fn_pq[nocc:, :nocc]










7.3.2. XYG3 CP-KS 方程

随后解下述 CP-KS 方程即可：


\begin{equation}
P_{ai}^{(2)}  = \frac{1}{\varepsilon_i - \varepsilon_a} \big( A^\mathrm{s,}{}_{ij}^{ab} P_{bj}^{(2)} + L_{ai} \big)
\end{equation}


In [16]:






# JK 引擎
jk = psi4.core.JK.build(scf_wfn.basisset())
jk.initialize()
jk.C_left_add(psi4.core.Matrix.from_array(Cv))
mat = psi4.core.Matrix(nbf, nvir)
C_right = np.asarray(mat)
jk.C_right_add(mat)









In [17]:






# 初猜与收敛设定
P2_vo = L_vo / d_vo
P2_vo_old = np.copy(P2_vo)
diis = None
if USE_DIIS:
    diis = DIIS_helper()









In [18]:






%%time
# CP-HF 方程
for it in range(1, MAX_ITER + 1):
    C_right[:] = Co @ P2_vo.T
    jk.compute()
    J = np.asarray(jk.J()[0])
    K = np.asarray(jk.K()[0])
    Vx = psi4.core.Matrix(nbf, nbf)
    D_jk = jk.D()[0]
    V_pot.compute_Vx([D_jk], [Vx])
    Vx = np.asarray(Vx)
    P2_vo = Cv.T @ (4 * J - 0.2 * K.T - 0.2 * K + 4 * Vx) @ Co + L_vo
    P2_vo /= d_vo

    # 若使用了 DIIS 加速，则执行下述插值
    if USE_DIIS:
        diis.add(P2_vo, P2_vo - P2_vo_old)
        P2_vo = diis.extrapolate()

    # 检查收敛情况
    rms = np.linalg.norm(P2_vo - P2_vo_old)
    # print('CPHF Iteration {:3d}: RMS = {:14.10f}'.format(it, rms))

    # 判断是否收敛
    if (rms < CONV):
        print("CPHF Converged in {:3d} iterations!".format(it))
        break
    else:
        P2_vo_old = np.copy(P2_vo)













CPHF Converged in   7 iterations!
CPU times: user 3.2 s, sys: 104 ms, total: 3.3 s
Wall time: 3.29 s






最后重构弛豫密度矩阵


\begin{equation}
P_{pq}^{(2)} =
\begin{pmatrix}
P_{ij}^{(2)} & P_{ia}^{(2)} \\
P_{ai}^{(2)} & P_{ab}^{(2)}
\end{pmatrix}
\end{equation}


In [19]:






P2_pq = np.block([
    [P2_oo, P2_vo.T],
    [P2_vo, P2_vv]
])









In [20]:






P2 = C @ P2_pq @ C.T










7.3.3. XYG3 自然轨道占据数与偶极矩

有了弛豫密度后，许多自然轨道占据数与偶极矩就非常容易给出．自然轨道表示如下：



In [21]:






# 定义自洽场密度
D_pq = np.zeros_like(D)
for i in range(5):
    D_pq[i, i] = 1
# 对自洽场密度与弛豫密度的和进行对角化
no_occ, no_coef = np.linalg.eigh(P2_pq + D_pq)
# 从而得到自然轨道的占据数
no_occ[::-1] * 2









Out[21]:






array([1.9999934 , 1.99409371, 1.98761029, 1.9803091 , 1.97868861, 0.02074072, 0.01844683,
       0.0116838 , 0.00571251, 0.00147259, 0.00073034, 0.00028439, 0.00023373])







B3LYP 贡献的电子云偶极矩与原子核偶极矩表示如下．Gaussian
输入卡：B3LYP



In [22]:






# 原子核偶极矩
mol_geo = np.asarray(mol.geometry())
neu_charge = []
for neu in range(mol_geo.shape[0]):
    neu_charge.append(mol.charge(neu))
dip_mol = np.zeros(3)
for neu in range(mol_geo.shape[0]):
    for ind in range(3):
        dip_mol[ind] += neu_charge[neu] * mol_geo[neu][ind]

# B3LYP 偶极矩
dip_b3lyp = 2 * np.einsum("fuv, uv -> f", dip, D)
dip_b3lyp = dip_b3lyp.round(decimals=6)
# 验证结果
psi4.compare_values((dip_mol + dip_b3lyp)[2], 1.031112, 6, 'B3LYP Energy')













        B3LYP Energy......................................................PASSED








Out[22]:






True







XYG3 泛函贡献的偶极矩部分则可以写为弛豫部分与 B3LYP 贡献部分的加和：



In [23]:






dip_xyg3 = 2 * np.einsum("fuv, uv -> f", dip, P2)
dip_xyg3 = dip_xyg3.round(decimals=6)
dip_tot_xyg3 = dip_mol + dip_b3lyp + dip_xyg3
dip_tot_xyg3









Out[23]:






array([0.        , 0.        , 1.07524207])
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